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Faisceaux automorphes pour GLn :
la premie`re construction de Drinfeld
Ge´rard Laumon
Drinfeld a associe´ a` tout syste`me local irre´ductible L de rang 2 sur une surface de
Riemann compacte X un “faisceau automorphe” WL,2 sur l’espace de modules F ib
2
X des
fibre´s vectoriels de rang 2 sur X .
En fait, Drinfeld a donne´ deux constructions de WL,2. La premie`re est base´e sur
l’existence d’un mode`le de Whittaker pour toute repre´sentation automorphe cuspidale
pour GL2. Elle garde un sens en caracte´ristique positive et a e´te´ expose´e dans [Dr]. Si n
est un entier ≥ 2 arbitraire, toute repre´sentation automorphe cuspidale pour GLn admet
un mode`le de Whittaker et il est possible d’e´tendre conjecturalement cette premie`re
construction en rang n (cf. [La]).
La seconde construction est base´e sur un calcul explicite de l’anneau des sections
globales d’un certain faisceau d’ope´rateurs diffe´rentiels sur l’espace de modules F ib2X .
Elle n’a pour l’instant de sens qu’en caracte´ristique nulle mais, par contre, elle est de
porte´e plus ge´ne´rale que la premie`re construction car elle s’e´tend conjecturalement aux
G-syste`mes locaux pour une groupe re´ductif G arbitraire.
Dans ces deux expose´s, donne´s a` Luminy lors du Colloque “Fibre´s vectoriels sur les
courbes et the´orie de Langlands”, en juin 1995, je reprends la premie`re construction de
Drinfeld en rang n arbitraire, d’un point de vue le´ge`rement diffe´rent de celui de [La] (ce
point de vue a aussi e´te´ conside´re´ par Bernstein et Vilonen).
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Expose´ I
1. Le diagramme de champs fondamental.
On fixe une courbe X , connexe, projective, lisse et de genre g ≥ 2 sur le corps des
nombres complexes. On fixe de plus un entier n ≥ 1 et un entier m0 > n(3n− 1)(g − 1).
Pour chaque i = 1, . . . , n, on pose
mi = m0 + i(i− 1)(g − 1)
et on note Cohi,miX le champ des OX -Modules cohe´rents Mi de rang ge´ne´rique i et de
degre´ mi. C’est un champ alge´brique connexe et lisse de dimension i
2(g − 1) sur C.
On note
Ci ⊂ Coh
i,mi
X
l’ouvert forme´ des Mi tels que
HomOX (Mi, (Ω
1
X)
⊗(2n−1)) = (0).
Pour chaque Mi dans Ci on a
HomOX (Mi, (Ω
1
X)
⊗j) = (0) (∀j ≤ 2n− 1),
puisque H0(X,Ω1X) 6= (0) par hypothe`se sur g, et donc
Ext1OX ((Ω
1
X)
⊗j ,Mi) = (0) (∀j ≤ 2n− 2)
par dualite´ de Serre.
LEMME 1.1. — L’ouvert Ci est non vide et de type fini sur C.
Plus pre´cise´ment, pour i = 0, on a C0 = Coh
0,m0
X . Pour i = 1, . . . , n, l’ouvert Ci
de Cohi,miX contient l’ouvert F ib
i,mi,ss
X des OX -Modules localement libres semi-stables de
rang i et de degre´ mi et, pour tout point Mi de Ci, on a
mi − degMtorsi
i
≥ µ−(Mi/M
tors
i ) ≥ 4(n− 1)(g − 1),
ou`Mtorsi est le plus grand sous-OX -Module de torsion deMi et ou`, pour tout OX -Module
localement libre de rang fini, on a pose´
µ−(E) = Inf
{deg(E/F)
rg(E/F)
| (0) ⊂ F $ E et E/F est sans torsion
}
.
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Preuve : Pour i = 0, chaque M0 est engendre´ par ses sections globales, de sorte que
C0 = Coh
0,m0
X admet une pre´sentation globale
Quot0,m0
O
m0
X
/X
։ Coh0,m0X
et est donc de type fini.
Supposons donc i ≥ 1. Si Li un point de F ib
i,mi,ss
X , on a HomOX (Li, (Ω
1
X)
⊗(2n−1)) =
(0) car (2n − 1)(2g − 2) < mi/i par hypothe`se sur m0, d’ou` l’inclusion F ib
i,mi,ss
X ⊂ Ci.
De plus, pour tout OX -Module localement libre de rang fini G qui est semi-stable, on a
HomOX (G, (Ω
1
X)
⊗(2n−1)) 6= (0)
de`s que
µ(G) =
deg(G)
rg(G)
< (2n− 2)(2g − 2) = 4(n− 1)(g − 1).
Par suite, si un tel G est quotient d’unMi ∈ Ci, on a ne´cessairement µ(G) ≥ 4(n−1)(g−1).
D’ou` la conclusion
Pour chaque i = 0, . . . , n, notons
πi : Ei → Ci
le fibre´ vectoriel de fibre HomOX ((Ω
1
X)
⊗(i−1),Mi) en Mi ∈ Ci et
π∨i : E
∨
i → Ci
le fibre´ vectoriel dual, de fibre Ext1OX (Mi, (Ω
1
X)
⊗i) en Mi. Les fibre´s πi et π∨i sont tous
les deux de rangm0−i
2(g−1) et Ei et E
∨
i sont donc tous les deux des champs alge´briques
lisses et connexes, de dimension m0, sur C. Un point de Ei (resp. E∨i ) est une fle`che
(Ω1X)
⊗(i−1) →Mi
(resp. une extension
(Ω1X)
⊗i →֒ Mi+1 ։Mi )
de OX -Modules avec Mi ∈ Ci.
Pour chaque i = 1, . . . , n, on notera
E◦i ⊂ Ei
l’ouvert des fle`ches de OX -Modules
(Ω1X)
⊗(i−1) →Mi
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qui sont injectives (cet ouvert est non vide d’apre`s le lemme 1.1) et on notera
E∨◦i−1 ⊂ E
∨
i−1
l’ouvert des extensions de OX -Modules
(Ω1X)
⊗(i−1) →֒ Mi ։Mi−1
telles que l’on ait HomOX (Mi, (Ω
1
X)
⊗(2n−1)) = (0). On de´finit un isomorphisme de C-
champs alge´briques
E◦i
∼
−→ E∨◦i−1
en envoyant
(Ω1X)
⊗(i−1) →֒ Mi
sur
(Ω1X)
⊗(i−1) →֒ Mi ։Mi−1,
ou` Mi−1 est le quotient de Mi par l’image de (Ω1X)
⊗(i−1). On a bien
HomOX (Mi−1, (Ω
1
X)
⊗(2n−1)) = (0)
car on a un plongement
HomOX (Mi−1, (Ω
1
X)
⊗(2n−1)) →֒ HomOX (Mi, (Ω
1
X)
⊗(2n−1)) = (0).
Le diagramme fondamental est alors le diagramme de morphismes de champs
alge´briques sur C
En ⊃ E◦n ∼= E
∨◦
n−1 ⊂ E
∨
n−1
ւ ց
Cn
· · ·
E1 ⊃ E◦1
∼= E∨◦0 ⊂ E
∨
0
ց ւ ց
C1 C0.
On a des actions naturelles du groupe multiplicatif Gm (sur C) sur les fibre´s vectoriels
du diagramme ci-dessus, par multiplication dans les fibres. Il est facile de voir que, pour
tout i = 1, . . . , n, les ouverts E◦i ⊂ Ei et E
∨◦
i−1 ⊂ E
∨
i−1 sont Gm-invariants et l’isomorphisme
E◦i
∼= E∨◦i−1 est Gm-e´quivariant.
2. Faisceaux de Whittaker.
Soit L un syste`me local irre´ductible de C-espaces vectoriels de rang n sur X . Une
construction, due a` Deligne, associe a` L un faisceau constructible de C-espaces vectoriels
L(m0) sur le produit syme´trique X(m0) = Xm0/Sm0 , espace de modules des diviseurs
effectifs de degre´ m0 sur X : on conside`re le reveˆtement
r : Xm0 → X(m0), (x1, . . . , xm0) 7→ x1 + · · ·+ xm0 ,
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fini e´tale galoisien (ramifie´ de`s que m0 ≥ 2), de groupe de Galois Sm0 , et on pose
L(m0) =
(
r∗(L
⊠m0)
)Sm0 .
On ve´rifie facilement que L(m0)[m0] est un faisceau pervers irre´ductible sur le C-sche´ma
lisse et connexe, de dimension m0, X
(m0).
Dans [La] §3 nous avons prolonge´ cette construction en associant a` L un faisceau
pervers irre´ductible WL, dit de Whittaker, sur le champ C0 = Coh
0,m0
X , tel que l’on ait
ι∗(m0)WL[m0]
∼= L(m0)[m0],
ou` ι(m0) : X
(m0) → C0 est le morphisme lisse, purement de dimension relative m0, qui
envoie D sur OD. Rappelons cette construction.
On note C˜0 = C˜oh
0,m0
X le champ alge´brique sur C parame`trant les drapeaux
M•0 =
(
Mm00 ։M
m0−1
0 ։ · · ·։M
1
0 ։M
0
0 = (0)
)
,
ou` chaque Mi0 est un OX -Module cohe´rent de rang ge´ne´rique 0 et de degre´ i. On a des
projections naturelles
C˜0
ρ
−→ Xm0yπ
C0
avec
π(M•0) =M
m0
0
et
ρ(M•0) = (x1, . . . , xm0)
ou` {xi} est le support de Ker(Mi0 ։ M
i−1
0 ). Le morphisme π est repre´sentable et
projectif et on a un carre´ carte´sien
Xm0
ιm0−→ C˜0
r
y  yπ
X(m0) −→
ι(m0)
C0
avec
ρ ◦ ιm0 = idXm0 .
FAISCEAUX AUTOMORPHES POUR GLn 7
THE´ORE`ME 2.1 ([La] Thm. (3.3.1)). — Le complexe Rπ∗ρ
∗(L⊠m0) est en fait un
faisceau pervers, place´ en degre´ 0, sur le champ alge´brique C0 (lisse purement de
dimension 0 sur C).
De plus, ce faisceau pervers est le prolongement interme´diaire de sa restriction a`
l’ouvert dense ι(m0)(X
(m0)) ⊂ C0.
On a
ι∗(m0)Rπ∗ρ
∗(L⊠m0) ∼= r∗(L
⊠m0)
et donc, le groupe syme´trique Sm0 agit sur ι
∗
(m0)
Rπ∗ρ
∗(L⊠m0). D’apre`s le the´ore`me 2.1,
cette action se prolonge en une action de Sm0 sur Rπ∗ρ
∗(L⊠m0). Alors, par de´finition,
WL est le faisceau pervers
(2.2)
(
Rπ∗ρ
∗(L⊠m0)
)Sm0 .
Il re´sulte du the´ore`me 2.1 que WL est aussi le prolongement interme´diaire de sa
restriction a` l’ouvert dense ι(m0)(X
(m0)) ⊂ C0. En particulier,WL est un faisceau pervers
irre´ductible (cf. [La] Thm. (3.3.10)).
3. La construction fondamentale.
Rappelons qu’un faisceau constructible de C-espaces vectoriels sur un fibre´ vectoriel
est dit monodromique (au sens de Verdier) si sa restriction a` chaque droite e´pointe´e
(i.e. a` chaque orbite de Gm dans le comple´mentaire de la section nulle) est localement
constante.
Pour tout i = 1, . . . , n − 1, notons Dbmon(Ei,C) et D
b
mon(E
∨
i ,C) les sous-cate´gories
pleines de Dbc (Ei,C) et D
b
c (E
∨
i ,C) respectivement dont les objets sont les complexes
de faisceaux de C-espaces vectoriels a` cohomologie constructible et monodromique. On
dispose alors de la transformation de Fourier
Fi : D
b
mon(Ei,C)→ D
b
mon(E
∨
i ,C)
pour le fibre´ Ei → Ci. C’est une e´quivalence de cate´gories qui commute a` la dualite´
et qui transforme les faisceaux pervers monodromiques sur Ei en des faisceaux pervers
monodromiques sur E∨i (cf. [Br] Ch. II, §VI).
Si Ki ∈ obDbc (Ei,C) est muni d’un isomorphisme
µ∗iKi
∼= C⊠Ki
dans Dbc (Gm×Ei,C), ou` µi : Gm×Ei → Ei est l’action naturelle de Gm par multiplication
dans les fibres de Ei, Ki est trivialement monodromique et Fi(Ki) est lui aussi muni d’un
isomorphisme
µ∨∗i Fi(Ki) ∼= C⊠ Fi(Ki)
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dans Dbc (Gm × E
∨
i ,C), ou` µ
∨
i : Gm × E
∨
i → E
∨
i est l’action naturelle de Gm par
multiplication dans les fibres de E∨i .
Par re´currence sur i, on de´finit un faisceau pervers irre´ductible WL,i sur Ei, muni d’un
isomorphisme
µ∗iWL,i
∼= C⊠WL,i
dans Dbc (Gm × Ei,C), en posant
WL,1 = j1!∗j
∨∗
0 π
∨∗
0 WL[m0]
et
WL,i = ji!∗j
∨∗
i−1Fi−1(WL,i−1)
pour i = 2, . . . , n, ou` ji : E◦i →֒ Ei et j
∨
i−1 : E
◦
i
∼= E∨◦i−1 →֒ E
∨
i−1 sont les inclusions.
CONJECTURE 3.1. — Il existe un faisceau pervers irre´ductible KL sur Cn, unique a`
isomorphisme pre`s, tel que
WL,n ∼= π
∗
nKL[m0 − n
2(g − 1)].
On de´finit aussi par re´currence sur i l’objet W ◦L,i de D
b
c (E
◦
i ,C), muni d’un isomor-
phisme
µ◦∗i W
◦
L,i
∼= C⊠W ◦L,i
dans Dbc (Gm×E
◦
i ,C), ou` µ
◦
i est la restriction a` l’ouvert E
◦
i ⊂ Ei de l’action µi, en posant
W ◦L,1 = j
∨∗
0 π
∨∗
0 WL[m0]
et
W ◦L,i = j
∨∗
i−1Fi−1(ji−1,!W
◦
L,i−1)
pour i = 2, . . . , n. On peut alors renforcer la conjecture 3.1 en demandant de plus :
CONJECTURE 3.2. — Pour chaque i = 2, . . . , n, W ◦L,i est pervers irreductible (pour
i = 1 c’est automatique) et on a des isomorphismes
ji−1,!W
◦
L,i−1
∼= ji−1,!∗W
◦
L,i−1
∼=WL,i−1.
Pour tout entier ℓ, soit PicℓX la composante connexe du sche´ma de Picard de X
qui parame`tre les classes d’isomorphie de fibre´s en droites de degre´ ℓ sur X (PicℓX est
une varie´te´ connexe, projective et lisse de dimension g). Le quotient abe´lien maximal
du groupe fondamental de X et le groupe fondamental de PicℓX sont canoniquement
isomorphes (ces deux groupes sont canoniquement isomorphes a` H1(X,Z)). Le syte`me
local
∧n
L de rang 1 sur X induit donc un syste`me de rang 1 sur PicℓX que l’on notera
〈L〉.
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Soient m′0 un entier ≥ m0 + g, m
′
n = m
′
0 + n(n − 1)(g − 1) et C
′
n l’ouvert du champ
Coh
n,m′n
X forme´ des M
′
n tels que HomOX (M
′
n, (Ω
1
X)
⊗(2n−1)) = (0). On a un morphisme
de champs
µn : Pic
m′n−mn
X × Cn → C
′
n, (L,Mn) 7→ L ⊗OX Mn
qui est lisse, a` fibres connexes de dimension g (tout L ∈ Pic
m′n−mn
X admet des sections
globales non nulles puisque m′n−mn ≥ g et donc L⊗OX Mn est bien dans C
′
n pour tout
Mn ∈ Cn).
CONJECTURE 3.3. — Si KL et K
′
L sont les objets de D
b
c (Cn,C) et D
b
c (C
′
n,C) respective-
ment qui sont conjecturalement associe´s en 3.1 au syste`me local irre´ductible L de rang n
sur X, on a
µ∗nK
′
L
∼= 〈L〉⊠KL.
Supposons la conjecture 3.1 ve´rifie´e pour tout entier m0 > n(3n− 1)(g− 1). Alors, la
conjecture 3.3 permet de calculer le prolongement interme´diaire de KL a` Coh
n,mn
X tout
entier puisque, pour tout OX -Module cohe´rent Mn de rang ge´ne´rique n sur X , il existe
ℓ ≥ g et L dans PicℓX tels que
HomOX (L⊗OX Mn, (Ω
1
X)
⊗(2n−1)) = (0).
De plus, si on note encore KL ce prolongement interme´diaire, cette conjecture permet
d’e´tendre le faisceau pervers KL sur
∐
mn>2n(2n−1)(g−1)
Cohn,mnX au champ Coh
n
X (des
OX -Modules cohe´rents de rang ge´ne´rique n sur X) tout entier.
REMARQUE 3.4. — Pour tout entier m0 ≥ 0, on a un morphisme de champs
det0 : Coh
0,m0
X → Pic
m0
X
qui envoie OD1+D2+···+Dn ⊕ OD2+···+Dn ⊕ · · · ⊕ ODn sur OX(D1 + 2D2 + · · · + nDn).
Pour tout i = 1, . . . , n et tout entier mi, on a un morphisme de champs
deti : Coh
i,mi
X → Pic
mi
X
qui envoie Li ⊕ Ti, ou` Li est localement libre de rang i et Ti est de torsion, sur(∧i Li)⊗OXdet0(Ti). Il est clair que
det1 ◦ π1 ◦ j1 = det0 ◦ π
∨
0 ◦ j
∨
0 : E
◦
1 → Pic
m0
X
(on a m0 = m1) et que, pour L de rang 1, on a WL = det
∗
0〈L〉.
Il s’ensuit que, pour L de rang 1, on a simplement
KL = det
∗
1〈L〉.
4. Ope´rateurs de Hecke.
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Pour chaque entier i = 1, . . . , n et chaque entier m′i > mi, conside´rons le champ
Hecke
i,mi,m
′
i
X
des triplets (Mi,M′i, αi), ou` Mi ∈ ob Coh
i,mi
X , M
′
i ∈ ob Coh
i,m′i
X et αi : Mi →֒ M
′
i est
un monomorphisme de OX -Modules. Alors, si on pose n0 = m
′
i −mi, Coker(αi) est un
point du champ Coh0,n0X .
On a des morphismes de champs
pi : Hecke
i,mi,m
′
i
X → Coh
0,n0
X × Coh
i,mi
X , (Mi,M
′
i, αi) 7→ (Coker(αi),Mi),
et
qi : Hecke
i,mi,m
′
i
X → Coh
i,m′i
X , (Mi,M
′
i, αi) 7→ M
′
i.
Le morphisme qi est repre´sentable : sa fibre enM′i est le sche´ma Quot
0,n0
M′
i
/X des quotients
M′i ։ N0 avec N0 de rang ge´ne´rique 0 et de degre´ n0. Par contre, le morphisme pi
n’est pas repre´sentable en ge´ne´ral : sa fibre en (N0,Mi) est le champ de Picard associe´
au complexe RHomOX (N0,Mi)[1] (l’ensemble des classes d’isomorphie d’objets est en
bijection avec Ext1OX (N0,Mi) et le groupe des automorphismes de chaque objet est
isomorphe au groupe additif HomOX (N0,Mi)). Cependant pi est lisse, purement de
dimension relative in0.
Dans la section 1 on a introduit l’ouvert Ci de Coh
i,mi
X . Introduisons de meˆme l’ouvert
C′i de Coh
i,m′i
X forme´ des M
′
i qui ve´rifient la condition
HomOX (M
′
i, (Ω
1
X)
⊗(2n−1)) = (0).
Il est clair que
p−1i (Coh
0,n0
X × Ci) ⊂ q
−1
i (C
′
i).
On notera simplement Hi l’ouvert p
−1
i (Coh
0,n0
X × Ci) de Hecke
i,mi,m
′
i
X et encore
Hi
piւ ցqi
Coh0,n0X × Ci C
′
i
les restrictions a` cet ouvert des projections pi et qi de´finies ci-dessus.
On de´finit l’ope´rateur de Hecke
Ti : D
b
c (C
′
i,C)→ D
b
c (Coh
0,n0
X × Ci,C)
par
Ti(K
′) = Rpi!q
∗
iK
′[in0].
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THE´ORE`ME 4.1. — Si on note VL, WL et W
′
L les faisceaux pervers irre´ductibles de
Whittaker associe´s a` L sur Coh0,n0X , C0 et C
′
0 respectivement, on a
T0(W
′
L)
∼= VL ⊠WL
dans Dbc (Coh
0,n0
X × C0,C).
Preuve : Notons U ′ l’ouvert de C′0 forme´ des M
′
0 qui sont isomorphes a` Ox′1+···+x′m′
0
pour des points x′1, . . . , x
′
m′0
de X deux a` deux distincts et V l’ouvert de Coh0,n0X ×C0 forme´
des couples (N0,M0) tels que N0 soit isomorphe a` Oy1+···+yn0 et M0 soit isomorphe a`
Ox1+···+xm0 pour des points y1, . . . , yn0 , x1, . . . , xm0 de X deux a` deux distincts.
Conside´rons dans un premier temps la restriction de T0(W
′
L) a` l’ouvert V de Coh
0,n0
X ×
C0. Il est clair que p0 est un isomorphisme au dessus de cet ouvert, que
p−10 (V) = q
−1
0 (U
′)
et que q0 est un reveˆtement fini e´tale de degre´
(
m′0
n0
)
(i.e. le nombre des sous-
ensembles {y1, . . . , yn0} a` n0 e´le´ments de {x
′
1, . . . , x
′
m′0
}). Or la fibre de VL ⊠ WL en
(Oy1+···+yn0 ,Ox1+···+xm0 ) ∈ V est Ly1 ⊗ · · · ⊗ Lyn0 ⊗ Lx1 ⊗ · · · ⊗ Lxm0 et la fibre de W
′
L
en Ox′1+···+x′m′
0
∈ U ′ est Lx′1 ⊗ · · · ⊗ Lx′m′
0
. Par suite on a
T0(W
′
L)|V
∼= (VL ⊠WL)|V.
Pour conclure, il nous reste a` ve´rifier que T0(W
′
L) est pervers et est le prolongement
interme´diaire de sa restriction a` l’ouvert V (en effet VL ⊠ WL est un faisceau pervers
irre´ductible de support Coh0,n0X × C0 tout entier). Or, d’apre`s le the´ore`me 2.1, W
′
L est
facteur direct du faisceau pervers Rπ′∗ρ
′∗L⊠m
′
0 ou` les morphismes de champs
π′ : C˜′0 → C
′
0
et
ρ′ : C˜′0 → X
m′0
sont de´finis comme suit : C˜′0 est le champ des suites d’e´pimorphismes de OX -Modules
cohe´rents de rang ge´ne´rique 0,
M′•0 =
(
M
′m′0
0 ։M
′m′0−1
0 ։ · · ·։M
′1
0 ։M
′0
0 = (0)
)
,
avec deg(M′i0 ) = i, π
′ envoie M′•0 sur M
′m′0
0 et ρ
′ envoie M′•0 sur (x
′
1, . . . , x
′
m′0
) ou` on a
note´ par x′i le support de Ker(M
′i
0 ։M
′i−1
0 ). Il suffit donc de ve´rifier que
T0(Rπ
′
∗ρ
′∗L⊠m
′
0)
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est pervers et est le prolongement interme´diaire de sa restriction a` l’ouvert V.
Cette dernie`re question est locale pour la topologie e´tale sur Coh0,n0X ×C0 et donc pour
la topologie e´tale sur X . Par conse´quent, on peut supposer que X est la droite affine
A1 sur C et que L est le faisceau constant de fibre Cn et on est ramene´ a` ve´rifier que
T0(Rπ
′
∗C) est pervers et est le prolongement interme´diaire de sa restriction a` l’ouvert V.
La correspondance de Hecke admet alors la pre´sentation suivante. Notons g (resp. g′,
resp. h) l’alge`bre le Lie de G = GLm0 (resp. G
′ = GLm′0 , resp. H = GLn0) sur C ; notons
p′ la sous-alge`bre parabolique de g′ des matrices
ξ′ =
(
A u
0 a
)
∈ g′
avec A ∈ g, a ∈ h et u ∈ Matm0×n0 et notons P
′ le sous-groupe parabolique de G′
correspondant. On a Coh0,n0X = [h/H], C0 = [g/G], C
′
0 = [g
′/G′], H0 = [p′/P ′], ou` toutes
les actions sont les actions adjointes, et le morphisme p0 (resp. q0) est induit par la
projection
p′ → h× g,
(
A u
0 a
)
7→ (a, A),
(resp. par l’inclusion p′ ⊂ g′). On a donc un diagramme commutatif
p′
ւ ↓ ց
h× g ← [p′/N ′] g′
↓  ↓ ↓
[h/H]× [g/G] ← [p′/P ′] → [g′/G′]
ou` N ′ est le radical unipotent de P ′. Dans ce diagramme, la fle`che verticale p′ → [p′/N ′]
est repre´sentable et est une fibration a` fibres toutes isomorphes a` l’espace affine Am0n0 ,
alors que la fle`che horizontale [p′/N ′]→ h× g a pour fibre en (a, A) le champ de Picard
associe´ au complexe
Matm0×n0 → Matm0×n0 , v 7→ Av − va.
Soient B′ le sous-groupe de Borel standard des matrices triangulaires supe´rieures dans
G′ et b′ son alge`bre de Lie sur C. Si l’on pose
g˜′ = {(ξ′, g′B′) ∈ g′ ×G′/B′ | ξ′ ∈ g
′
b′},
on a C′0 = [g˜
′/G′] et le morphisme π′ est induit par la projection
g˜′ → g′, (ξ′, g′B′) 7→ ξ′.
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Par suite, si l’on pose
p˜′ = {(ξ′, g′B′) ∈ g′ ×G′/B′ | ξ′ ∈ p′ ∩ g
′
b′}
et si l’on note σ le morphisme compose´
p˜′ → p′ → [p′/N ′]→ h× g,
i.e. la projection
p˜′ → h× g, (ξ′ =
(
A u
0 a
)
, g′B′) 7→ (a, A),
la restriction de T0(Rπ
′
∗C) a` h×g, de´cale´e de n
2
0+m
2
0, n’est autre que Rσ!C[m
′2
0 ] (l’image
directe a` supports propres du faisceau constant C par la projection p′ → [p′/N ′] n’est
autre que C[−2n0m0]).
Soit DP ′,B′ ⊂ Sm′0 le syste`me de repre´sentants des classes dans (Sm0 × Sn0)\Sm′0
forme´ des e´le´ments de longueur minimale dans leurs classes et, pour chaque w′ ∈ DP ′,B′ ,
notons w˙′ ∈ G′ la matrice de permutation correspondante. On a
G′ =
∐
w′∈DP ′,B′
P ′w˙′B′
et donc
p˜′ =
∐
w′∈DP ′,B′
p˜′w′ ,
ou` chaque
p˜′w′ = {(ξ
′, g′B′) ∈ g′ × P ′w˙′B′/B′ | ξ′ ∈ p′ ∩ g
′
b′}
est une sous-varie´te´ localement ferme´e de p˜′. On a trivialement
p˜′w′
∼= {(ξ′, p′(P ′ ∩ w˙
′
B′)) ∈ g′ × P ′/(P ′ ∩ w˙
′
B′) | ξ′p
′
∈ p′ ∩ w
′
b′}
et il est bien connu que
P ′ ∩ w˙
′
B′ = (M ′ ∩B′)(N ′ ∩ w˙
′
B′),
ou` P ′ =M ′N ′ est la de´composition de Levi standard de P ′. Par suite, la restriction σw′
de la projection p˜′
σ
−→ h× g a` p˜′w′ se factorise en
p˜′w′
σ˜w′−→ m˜′ → m′ ∼= h× g,
ou` m′ est l’alge`bre de Lie de M ′ sur C et
m˜′ = {(µ′, m′(M ′ ∩B)) ∈ m′ ×M ′/(M ′ ∩B′) | µ′ ∈ m
′
(m′ ∩ b)}.
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Si l’on note n′ l’alge`bre de Lie de N ′ sur C, de sorte que p′ = m′ ⊕ n′, la fibre de σ˜w′
en (µ′, m′(M ′ ∩B)) s’identifie canoniquement a`
{(ν′, n′(N ′ ∩ w˙
′
B′)) ∈ n′ ×N ′/(N ′ ∩ w˙
′
B′) | µ′m
′n′ − µ′m
′
+ ν′m
′n′ ∈ n′ ∩ w˙
′
b′}
et est donc non canoniquement isomorphe a` l’espace affine n′. En particulier, les p˜′w′
sont des varie´te´s lisses, connexes et de dimension e´gale a` celle de p′, puisque m˜′ est
lisse, connexe et de dimension e´gale a` celle de m′. De plus, pour chaque w′, Rσ˜w′!C est
isomorphe a` C[−2m0n0] et Rσw′!C[m′20 ] est donc isomorphe a` l’image directe a` supports
propres de C[m20 + n
2
0] par la projection canonique m˜
′ → m′.
Or cette projection est petite au sens de Goresky-MacPherson. Par suite chaque
Rσw′!C[m′20 ] est un faisceau pervers semi-simple, prolongement interme´diaire de sa
restriction a` un ouvert dense de m′. Comme Rσ!C[m′20 ] se de´visse en les Rσw′!C[m
′2
0 ] dans
Dbc (m
′,C), c’est ne´cessairement un faisceau pervers, extension successive des faisceaux
pervers semi-simples Rσw′!C[m′20 ]. Mais, d’apre`s Deligne, les extensions sont toutes
scinde´es car chaque Rσw′!C[m′20 ] est “pur”, de poids inde´pendant de w
′, et le faisceau
pervers Rσ!C[m′20 ] est semi-simple et prolongement interme´diaire de sa restriction a` un
ouvert dense de m′. C’est ce que l’on voulait de´montrer.
Soient π′i : E
′
i → C
′
i le fibre´ vectoriel de fibre HomOX ((Ω
1
X)
⊗(i−1),M′i) en M
′
i et
π′∨i : E
′∨
i → C
′
i son fibre´ dual. On notera E
′◦
i l’ouvert de E
′
i correspondant aux morphismes
injectifs de (Ω1X)
⊗(i−1) dans M′i et E
′∨◦
i−1 l’ouvert de E
′∨
i−1 correspondant aux extensions
(Ω1X)
⊗(i−1) →֒ M′i ։ M
′
i−1 avec HomOX (M
′
i, (Ω
1
X)
⊗(2n−1)) = (0). On notera enfin
j′i : E
′◦
i →֒ E
′
i et j
′∨
i−1 : E
′◦
i
∼= E ′∨◦i−1 →֒ E
′∨
i−1 les inclusions.
On peut alors conside´rer le diagramme
Coh0,n0X × Ei
pi←− Ji
qi−→ E ′i
id×πi
y  y + yπ′i
Coh0,n0X × Ci ←−pi
Hi −→
qi
C′i
ou` Ji est le champ des triplets (ei,M′i, αi) avec (Ω
1
X)
⊗(i−1) ei−→ Mi dans Ei et
(Mi,M
′
i, αi) dans Hi, ou` le premier carre´ est le carre´ carte´sien e´vident et ou` qi envoie
(ei,M′i, αi) ∈ obJi sur le morphisme compose´ (Ω
1
X)
⊗(i−1) ei−→Mi
αi−→M′i. Il est clair que
p−1i (Coh
0,n0
X × E
◦
i ) = q
−1
i (E
′◦
i ).
On notera J ◦i cet ouvert de Ji et
J ◦i
p◦iւ ցq
◦
i
Coh0,n0X × E
◦
i E
′◦
i
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les restrictions a` J ◦i des projections pi et qi de´finies ci-dessus.
On a des actions naturelles de Gm sur Coh
0,n0
X ×Ei, Ji et E
′
i qui respectent les ouverts
Coh0,n0X × E
◦
i , J
◦
i et E
′◦
i et pour lesquelles les projections pi et qi sont e´quivariantes.
On de´finit l’ope´rateur de Hecke
Ti : D
b
c (E
′
i,C)→ D
b
c (Coh
0,n0
X × Ei,C)
par
Ti(K
′) = Rpi!q
∗
iK
′[in0]
et l’ope´rateur de Hecke
T ◦i : D
b
c (E
′◦
i ,C)→ D
b
c (Coh
0,n0
X × E
◦
i ,C)
par
T ◦i (K
′) = Rp◦i!q
◦∗
i K
′[in0].
LEMME 4.2. — (i) Pour tout K ′ ∈ obDbc (C
′
0,C), on a un isomorphisme canonique
T ◦1 (j
′∨∗
0 π
′∨∗
0 K
′[m′0])
∼= (id× j∨0 )
∗(id× π∨0 )
∗T0(K
′)[m0]
dans Dbc (Coh
0,n0
X × E
◦
1 ,C).
(ii) Pour tout i = 2, . . . , n et tout K ′ ∈ obDbc (E
′◦
i−1,C) muni d’un isomorphisme
µ′∗i−1K
′ ∼= C⊠K ′, ou` µ′i−1 est l’action de Gm sur E
′
i−1, on a un isomorphisme canonique
T ◦i
(
j′∨∗i−1F
′
i−1(j
′
i−1,!K
′)
)
∼= (id× j∨i−1)
∗F
i−1,Coh
0,n0
X
(
(id× ji−1)!T
◦
i−1(K
′)
)
,
dans Dbc (Coh
0,n0
X × E
◦
i ,C), ou` F
′
i−1 et Fi−1,Coh0,n0
X
sont les transformations de Fourier
pour les fibre´s π′i−1 : E
′
i−1 → C
′
i−1 et id × πi−1 : Coh
0,n0
X × Ei−1 → Coh
0,n0
X × Ci−1
respectivement.
(iii) Pour tout K ′ ∈ obDbc (C
′
n,C), on a un isomorphisme canonique
T ◦n(j
′∗
n π
′∗
nK
′) ∼= (id× jn)
∗(id× πn)
∗Tn(K
′)
dans Dbc (Coh
0,n0
X × E
◦
n,C).
Preuve : Pour chaque i = 1, . . . , n, introduisons le champ Ki des triplets (e
′
i,Mi, αi)
avec (Ω1X)
⊗(i−1) e
′
i−→ M′i dans E
′
i et (Mi,M
′
i, αi) dans Hi. On peut identifier Ji au
sous-champ de Ki forme´ des triplets (e′i,Mi, αi) tels que e
′
i se factorise en
(Ω1X)
⊗(i−1) ei−→Mi
αi−→M′i.
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Pour chaque αi, on a la suite exacte courte
0→ HomOX ((Ω
1
X)
⊗(i−1),Mi)→ HomOX ((Ω
1
X)
⊗(i−1),M′i)
→ HomOX ((Ω
1
X)
⊗(i−1),Coker(αi))→ 0
(on a HomOX (Mi, (Ω
1
X)
⊗i) = (0)) et Ji est donc un sous-fibre´ vectoriel de Ki. On notera
ki : Ji →֒ Ki l’inclusion. Bien entendu, si on note q˜i la projection canonique de Ki sur
E ′i , on a q˜i ◦ ki = qi.
Dualement, pour chaque i = 0, . . . , n − 1, J ∨i est un fibre´ vectoriel quotient de K
∨
i .
Plus pre´cise´ment
• J ∨i est le champ des triplets (e
∨
i ,M
′
i, αi) avec e
∨
i = ((Ω
1
X)
⊗i →֒ Mi+1 ։Mi)
dans E∨i et (Mi,M
′
i, αi) dans Hi,
• K∨i est le champ des triplets (e
∨
i , e
′∨
i , αi) avec e
∨
i = ((Ω
1
X)
⊗i →֒ Mi+1 ։Mi)
dans E∨i , e
′∨
i = ((Ω
1
X)
⊗i →֒ M′i+1 ։ M
′
i) dans E
′∨
i , (Mi,M
′
i, αi) dans Hi et
e∨i = α
∗
i (e
′∨
i ), i.e. avec un diagramme commutatif
(Ω1X)
⊗i →֒ Mi+1 ։ Mi
‖
y  yαi
(Ω1X)
⊗i →֒ M′i+1 ։ M
′
i ,
• le morphisme k∨i : K
∨
i ։ J
∨
i envoie (e
∨
i , e
′∨
i , αi) sur (e
∨
i ,M
′
i, αi).
De plus, p˜i = p
∨
i ◦ k
∨
i est la projection canonique de K
∨
i sur X × Ei.
On a alors un diagramme commutatif de champs
Coh0,n0X × Ei
pi←− Ji
ki
→֒ Ki
q˜i−→ E ′i
id×πi
y  y y  yπ′i
Coh0,n0X × Ci
pi←− Hi == Hi
qi−→ C′i
et dualement un diagramme commutatif de champs
Coh0,n0X × E
∨
i
p∨i←− J ∨i
k∨i
և K∨i
q˜∨i−→ E ′∨i
id×π∨i
y  y y  yπ′∨i
Coh0,n0X × Ci
pi←− Hi == Hi
qi−→ C′i .
On notera T∨i−1 l’ope´rateur de Hecke
Dbc (E
′∨
i−1,C)→ D
b
c (Coh
0,n0
X × E
∨
i−1,C), K
′ 7→ Rp˜∨i−1,!q˜
∨∗
i−1K
′[in0].
On peut identifier J ◦i a` un ouvert de K
∨
i−1 et on a le diagramme commutatif de champs
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Coh0,n0X × E
◦
i
p◦i←− J ◦i
q◦i−→ E ′◦i
id×j∨i−1
y  y yj′∨i−1
Coh0,n0X × E
∨
i−1
p˜∨i−1
←− K∨i−1
q˜∨i−1
−→ E ′∨i−1 .
Il est donc clair que
T ◦i ◦ j
′∨∗
i−1
∼= (id× j∨i−1)
∗ ◦ T∨i−1.
Pour la partie (i) du lemme on conclut en remarquant que
T∨0 (π
′∨∗
0 K
′[m′0])
∼= (id× π∨0 )
∗T0(K
′)[m0]
puisque Rk∨0!C = C[−2n0].
Pour la partie (ii), comme on a trivialement
Ti−1 ◦ j
′
i−1,!
∼= (id× ji−1)! ◦ T
◦
i−1,
il ne nous reste plus qu’a` de´montrer que
T∨i−1 ◦ F
′
i−1
∼= Fi−1,Coh0,n0
X
◦ Ti−1.
Or, on a
T∨i−1 ◦ Fi−1(K
′) ∼= Rp˜∨i−1,!FKi−1(q˜
∗
i−1K
′)[in0],
ou` FKi−1 est la transformation de Fourier pour le fibre´ Ki−1 →Hi−1, on a
F
i−1,Coh
0,n0
X
◦ Ti−1(K
′) ∼= Rp∨i−1,!FJi−1(q
∗
i−1K
′)[(i− 1)n0],
ou` FJi−1 est la transformation de Fourier pour le fibre´ Ji−1 →Hi−1, et on a
Rp˜∨i−1,!FKi−1(q˜
∗
i−1K
′) ∼= Rp∨i−1,!Rk
∨
i−1,!FKi−1(q˜
∗
i−1K
′)
∼= Rp∨i−1,!FJi−1(k
∗
i−1q˜
∗
i−1K
′)[−n0] ∼= Rp
∨
i−1,!FJi−1(q
∗
i−1K
′)[−n0],
d’ou` la conclusion.
La partie (iii) est imme´diate.
COROLLAIRE 4.3. — Pour chaque i = 1, . . . , n, on a
T ◦i (W
′◦
L,i)
∼= VL ⊠W
◦
L,i
dans Dbc (Coh
0,n0
X ×E
◦
i ,C), ou` VL est le faisceau pervers irre´ductible de Whittaker associe´ a`
L sur Coh0,n0X et ou`W
◦
L,i etW
′◦
L,i sont les objets de D
b
c (E
◦
i ,C) et D
b
c (E
′◦
i ,C) respectivement
qui ont e´te´ associe´s a` L dans la section 3.
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CONJECTURE 4.4. — (i) Pour chaque i = 1, . . . , n, on a
Ti(W
′
L,i)
∼= VL ⊠WL,i
dans Dbc (Coh
0,n0
X × Ei,C), ou` WL,i et W
′
L,i sont les objets de D
b
c (Ei,C) et D
b
c (E
′
i,C)
respectivement qui ont e´te´ associe´s a` L dans la section 3.
(ii) On a
Tn(K
′
L)
∼= VL[−n0]⊠KL
dans Dbc (Coh
0,n0
X × Cn,C), ou` KL et K
′
L sont les objets de D
b
c (Cn,C) et D
b
c (C
′
n,C)
respectivement qui sont associe´s a` L par la conjecture 3.1.
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Expose´ II
1. Passage a` la caracte´ristique p.
Dans ce deuxie`me expose´ on fixe un corps fini Fq de caracte´ristique p, une cloˆture
alge´brique k de ce corps fini et une courbe X connexe, projective et lisse sur k, de
genre g ≥ 2 et de´finie sur Fq. Soit |X | l’ensemble des orbites de Gal(k/Fq) dans X(k).
Pour chaque x ∈ |X |, on note deg(x) le cardinal de x, κ(x) l’unique sous-corps a`
qx = q
deg(x) e´le´ments de k et Frobx l’e´le´vation a` la puissance q
−1
x dans k (c’est un
ge´ne´rateur topologique de Gal(k/κ(x))). Pour chaque x ∈ |X |, on choisit une fois pour
toute un repre´sentant x ∈ X(k) de cette orbite ; Gal(k/κ(x)) ⊂ Gal(k/Fq) est le fixateur
de x.
On fixe les entiers n ≥ 1 et m0 > n(3n − 1)(g − 1) comme dans l’expose´ I et on
construit comme pre´ce´demment le diagramme fondamental
En ⊃ E◦n
∼= E∨◦n−1 ⊂ E
∨
n−1
ւ ց
Cn
· · ·
E1 ⊃ E◦1
∼= E∨◦0 ⊂ E
∨
0
ց ւ ց
C1 C0
qui est maintenant un diagramme de champs alge´briques sur k, de´fini sur Fq.
On fixe de plus un nombre premier ℓ 6= p et une cloˆture alge´brique Qℓ du corps des
nombres ℓ-adiques. Alors, pour tout Qℓ-faisceau L, lisse, irre´ductible de rang n sur X et
de´fini sur Fq, on peut former, comme dans l’expose´ I, le faisceau de Whittaker WL, qui
est maintenant un Qℓ-faisceau pervers irre´ductible sur C0, de´fini sur Fq.
On fixe en outre un caracte`re additif non trivial ψ : Fq → Q
×
ℓ et, pour tout
i = 1, . . . , n− 1, on note
Fψ,i : D
b
c (Ei,Qℓ)→ D
b
c (E
∨
i ,Qℓ)
la transformation de Fourier pour le fibre´ vectoriel Ei → Ci de´finie par
Fψ,i(Ki) = Rpr
∨
i,!(pr
∗
iKi ⊗ Lψ(〈·, ·〉i))[m0 − i
2(g − 1)],
ou` pr∨i et pri sont les deux projections canoniques de E
∨
i ×Ci Ei, ou` 〈·, ·〉i : E
∨
i ×Ci Ei → A
1
k
est l’accouplement canonique et ou` Lψ est le Qℓ-faisceau lisse de rang un sur A
1
k
d’Artin-Schreier associe´ a` ψ. Cette transformation de Fourier envoie Dbmon(Ei,Qℓ) dans
Dbmon(E
∨
i ,Qℓ) et, si Ki ∈ obD
b
mon(Ei,Qℓ) est muni d’un isomorphisme µ
∗
iKi
∼= Qℓ ⊠Ki,
Fψ,i(Ki) est aussi muni d’un isomorphisme
µ∨∗i Fψ,i(Ki) ∼= Qℓ ⊠ Fψ,i(Ki)
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et Fψ,i(Ki) est inde´pendant du choix de ψ. On peut former a` l’aide de ces transformations
de Fourier les objets WL,i et W
◦
L,i. Les conjectures 3.1 et 3.2 gardent un sens.
On peut enfin de´finir les ope´rateurs de Hecke Ti et T
◦
i et les re´sultats de la section 4
de l’expose´ I valent sans modification, a` des torsions a` la Tate pre`s que l’on va pre´ciser
ci-dessous.
2. Fonction trace de Frobenius de WL.
Rappelons qu’une partition µ = (µ1, . . . , µn) de longueur ≤ n est une suite d’entiers
telle que µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µn ≥ 0. On munit l’ensemble de ces partitions de la relation
d’ordre usuelle
λ ≥ µ⇐⇒


λ1 ≥ µ1,
λ1 + λ2 ≥ µ1 + µ2,
· · ·
λ1 + · · ·+ λn = µ1 + · · ·+ µn.
Pour toute paire (λ, µ) de partitions de longueur ≤ n, on note
Kλµ(t)
le polynoˆme de Kostka-Foulkes correspondant. Rappelons que Kλµ(t) est un polynoˆme
unitaire a` coefficients entiers positifs ou nuls et de degre´ n(µ) − n(λ) si λ ≥ µ, ou` on a
pose´ n(ν) =
∑n
i=1(i − 1)νi pour toute partition ν de longueur ≤ n, et que Kλµ(t) = 0
sinon (cf. [Ma] Ch. III, §6). Pour toute paire (λ, µ) de partitions de longueur ≤ n, on
pose
K˜λµ(t) = t
n(µ)Kλµ(t
−1),
de sorte que K˜λµ(t) est un polynoˆme de la forme
tn(λ) + termes d’ordre supe´rieur,
a` coefficients entiers positifs ou nuls et de degre´ ≤ n(µ).
Pour tout espace vectoriel V de dimension n et toute partition λ de longueur ≤ n, on
note
R(λ1−λ2,...,λn−1−λn,λn)V
la repre´sentation de plus haut poids (λ1 − λ2)ω1 + · · · + (λn−1 − λn)ωn−1 + λnωn de
GL(V ), ou` ωi est bien entendu le plus haut poids de
∧i
V .
Pour tout x ∈ |X | et toute partition µ = (µ1, . . . , µn) de longueur ≤ n, on pose
wtopL,x(µ1 − µ2, . . . , µn−1 − µn, µn) = q
n(µ)
x tr(Frobx, R
(µ1−µ2,...,µn−1−µn,µn)Lx)
et
wL,x(µ1 − µ2, . . . , µn−1 − µn, µn) =
∑
λ≥µ
K˜λµ(qx)tr(Frobx, R
(λ1−λ2,...,λn−1−λn,λn)Lx).
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Alors, pour tout uplet (D1, . . . , Dn) de diviseurs effectifs sur X , de´finis sur Fq, avec∑n
i=1 ideg(Di) = m0 et Di =
∑
x∈|X| di,xx, on introduit les expressions
wtopL (D1, . . . , Dn) =
∏
x∈|X|
wtopL,x(d1,x, . . . , dn,x)
et
wL(D1, . . . , Dn) =
∏
x∈|X|
wL,x(d1,x, . . . , dn,x).
THE´ORE`ME 2.1 ([La] Lemme (3.3.6) et Thm. (3.3.8)). — Soit (D1, . . . , Dn) un n-uplet
de diviseurs effectifs sur X, de´finis sur Fq, avec
∑n
i=1 ideg(Di) = m0. Alors :
(i) la fibre du Qℓ-faisceau pervers irre´ductible WL en OD1+···+Dn ⊕ · · · ⊕ ODn ∈
ob C0(Fq) a sa cohomologie concentre´e en degre´s compris entre 0 et
∑n
i=1 i(i−1)deg(Di),
(ii) wtopL (D1, . . . , Dn) est la trace de l’endomorphisme de Frobenius ge´ome´trique
sur le groupe de cohomologie de degre´
∑n
i=1 i(i− 1)deg(Di) de cette fibre,
(iii) wL(D1, . . . , Dn) est la somme alterne´e des traces de l’endomorphisme de
Frobenius ge´ome´trique sur les groupes de cohomologie ce cette fibre.
REMARQUE 2.2. — L’e´nonce´ du lemme (3.3.6) de [La] contient une erreur : il faut y
remplacer Km′,m(q) par K˜m′,m(q) et donc, pour chaque a, Km′,m,a par K˜m′,m,a (cf. [Ma]
Ch. III, §7, Example 9).
3. La fonction trace de Frobenius de W ◦L,n.
Pour chaque i = 1, . . . , n, introduisons d’une part l’ensemble
Ei = {(Ai →֒ Li ։ Li−1;Di, . . . , Dn)}
des uplets tels que :
• chaque Dj =
∑
x∈|X| dj,xx (j = i, . . . , n) est un diviseur effectif sur X , de´fini
sur Fq,
• Ai = (Ω1X)
⊗(i−1)(Di + · · ·+Dn),
• Li−1 est un OX -Module localement libre de rang i−1 sur X , de´fini sur Fq, tel
que HomOX (Li−1, (Ω
1
X)
⊗(2n−1)) = (0),
• Ai →֒ Li ։ Li−1 est une extension (a` isomorphisme pre`s) de OX -Modules,
de´finie sur Fq, de sorte que Li est un OX -Module localement libre de rang i sur X , de´fini
sur Fq,
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• deg(Li) + deg(Di+1) + 2deg(Di+2) + · · ·+ (n− i)deg(Dn) = mi.
Introduisons d’autre part la fonction
wtopL,i : Ei → Qℓ
de´finie par re´currence sur i de la fac¸on suivante. Pour i = 1, on pose
wtopL,1(A1
∼
→ L1 → 0;D1, . . . , Dn) = w
top
L (D1, . . . , Dn).
Pour i = 2, . . . , n, on pose
wtopL,i (Ai →֒ Li ։ Li−1;Di, . . . , Dn)
=
∑
ei−1
ψ(〈e∨i−1, ei−1〉)w
top
L,i−1(Ai−1 →֒ Li−1 ։ Li−2;Di−1, . . . , Dn),
ou` :
• ei−1 parcourt les homomorphismes de (Ω1X)
⊗(i−2)(Di + · · · + Dn) dans Li−1
qui sont non nuls (et donc injectifs) et qui sont de´finis sur Fq,
• Di−1 est l’unique diviseur effectif sur X (de´fini sur Fq) tel que ei−1 se factorise
par l’inclusion
(Ω1X)
⊗(i−2)(Di + · · ·+Dn) →֒ (Ω
1
X)
⊗(i−2)(Di−1 +Di + · · ·+Dn) = Ai−1
et que le quotient Li−2 de Li−1 par Ai−1 soit un OX -Module localement libre (de rang
i− 2),
• e∨i−1 est la classe de l’extension Ai →֒ Li ։ Li−1 dans Ext
1
OX
(Li−1,Ai),
• 〈·, ·〉 est l’accouplement pour la dualite´ de Serre entre
HomOX ((Ω
1
X)
⊗(i−2)(Di + · · ·+Dn),Li−1)
et
Ext1OX (Li−1,Ai).
REMARQUE 3.1. — Les ensembles Ei et les fonctions w
top
L , w
top
L,i sont des variantes
des ensembles Pi et des fonctions WE , VE,i introduits dans [La] §4 : les notations et
les normalisations sont le´ge`rement diffe´rentes et les transformations de Radon ont e´te´
remplace´es par des transformations de Fourier, ce qui revient au meˆme car les fonctions
wtopL,i sont constantes sur les droites e´pointe´es.
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Pour i = 1, . . . , n, conside´rons le sous-ensemble
E◦i ⊂ Ei
de´fini par la condition
HomOX (Li, (Ω
1
X)
⊗(2n−1)) = (0).
A chaque (Ai →֒ Li ։ Li−1;Di, . . . , Dn) ∈ E◦i , on associe l’objet
Mi
dfn
== Li ⊕ODi+1+···+Dn ⊕ · · · ⊕ ODn
de Ci(Fq) et on de´finit une application
E◦i → ob E
◦
i (Fq)
en envoyant (Ai →֒ Li ։ Li−1;Di, . . . , Dn) sur le momomorphisme (Ω1X)
⊗(i−1) →֒ Mi
somme directe de l’application compose´e
(Ω1X)
⊗(i−1) →֒ (Ω1X)
⊗(i−1)(Di + · · ·+Dn) = Ai →֒ Li
et de l’application nulle de (Ω1X)
⊗(i−1) dans ODi+1+···+Dn ⊕ · · · ⊕ ODn .
La conjecture suivante est certainement plus accessible que les pre´ce´dentes. Une
me´thode permettant probablement de la prouver est indique´e dans la section suivante
(voir la remarque 4.5).
CONJECTURE 3.2. — Il existe une constante cn ∈ Q
×
ℓ telle que, pour tout e´le´ment
(An →֒ Ln ։ Ln−1;Dn) dans E◦n d’image (Ω
1
X)
⊗(n−1) →֒ Mn dans ob E◦n(Fq), la trace
de l’endomorphisme de Frobenius ge´ome´trique sur la fibre de W ◦L,n ∈ obD
b
c (E
◦
n,Qℓ) en
(Ω1X)
⊗(n−1) →֒ Mn soit e´gale a`
cnw
top
L,n(An →֒ Ln ։ Ln−1;Dn).
Pour n = 2, il est possible de prouver cette conjecture par un calcul direct. C’est ce
que nous allons faire pour terminer cette section. Nous aurons besoin des cas particuliers
n = 2 des deux re´sultats suivants.
LEMME 3.3. — Soit Mi = Li ⊕ Ti un OX -Module cohe´rent de rang ge´ne´rique
i ∈ {1, . . . , n}, avec Li localement libre et Ti = ODi+1+···+Dn⊕· · ·⊕ODn pour des diviseurs
effectifs Di+1, . . . , Dn sur X. Soit e : (Ω
1
X)
⊗(i−1) →֒ Mi un homomorphisme injectif de
OX -Modules, somme directe d’homomorphismes de OX -Modules ei : (Ω1X)
⊗(i−1) →֒ Li
et ej : (Ω
1
X)
⊗(i−1) → ODj+···+Dn , j = i + 1, . . . , n. On note Ai l’unique diviseur effectif
sur X tel que Coker(ei) soit isomorphe a` Li−1⊕OAi , avec Li−1 localement libre de rang
i− 1, et, pour chaque j = i+1, . . . , n, on note Aj l’unique diviseur effectif sur X tel que
Coker(ej) soit isomorphe a` OAj (bien entendu, on a Aj ≤ Dj + · · ·+Dn).
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Alors, Coker(e) est isomorphe a`
Li−1 ⊕OD′
i
+···+D′n
⊕ · · · ⊕ OD′n
ou` les diviseurs effectifs D′i, . . . , D
′
n sont de´finis par les relations
D′i + 2D
′
i+1 + · · ·+ (n− i+ 1)D
′
n = Ai + (Di+1 + 2Di+2 + · · ·+ (n− i)Dn)
et, pour j = i+ 1, . . . , n,
D′j + 2D
′
j+1 + · · ·+ (n− j + 1)D
′
n
= Inf{Ak + (Dj+1 + 2Dj+2 + · · ·+ (n− j)Dn),
Aℓ + (Dj + 2Dj+1 + · · ·+ (n− j + 1)Dn)− (Dℓ + · · ·+Dn)},
l’indice k parcourant {i, . . . , j} et l’indice ℓ parcourant {j + 1, . . . , n}.
Preuve : Si O est un anneau de valuation discre`te, d’uniformisante ̟, et si ai, . . . , an et
di+1, . . . , dn sont des entiers positifs ou nuls avec aj ≤ dj+ · · ·+dn pour j = i+1, . . . , n,
les mineurs non nuls de la matrice

̟ai 0 . . . . . . 0
̟ai+1 ̟di+1+···+dn
. . .
...
̟ai+2 0
. . .
. . .
...
...
...
. . .
. . . 0
̟an 0 . . . 0 ̟dn


sont (au signe pre`s) les
MI,I = ̟
ai+
∑
j∈I−{i}
(dj+···+dn)
avec i ∈ I ⊂ {i, . . . , n}, les
MJ,J = ̟
∑
j∈J
(dj+···+dn)
avec J ⊂ {i+ 1, . . . , n} et les
MJ,K = ̟
ak+
∑
j∈J−{k}
(dj+···+dn)
avec J ⊂ {i + 1, . . . , n} et K = J ∪ {i} − {k} pour un k ∈ J . Par suite, les diviseurs
e´le´mentaires de cette matrice sont
̟d
′
n |̟d
′
n−1+d
′
n | · · · |̟d
′
i+···+d
′
n
avec
d′i + 2d
′
i+1 + · · ·+ (n− i+ 1)d
′
n = ai + (di+1 + 2di+2 + · · ·+ (n− i)dn)
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et, pour j = i+ 1, . . . , n,
d′j + 2d
′
j+1 + · · ·+ (n− j + 1)d
′
n
= Inf{ak + (dj+1 + 2dj+2 + · · ·+ (n− j)dn),
aℓ + (dj + 2dj+1 + · · ·+ (n− j + 1)dn)− (dℓ + · · ·+ dn)},
l’indice k parcourant {i, . . . , j} et l’indice ℓ parcourant {j + 1, . . . , n} (on a∑
j∈J
(dj + · · ·+ dn) ≥ ak +
∑
j∈J−{k}
(dj + · · ·+ dn)
pour tout J ⊂ {i+ 1, . . . , n} et tout k ∈ J et on a∑
j∈J
(dj + · · ·+ dn) ≥ dn−|J|+1 + 2dn−|J|+2 + · · ·+ |J |dn
pour tout J ⊂ {i+ 1, . . . , n}).
Preuve de la conjecture 3.2 pour n = 2, avec c2 = (−1)g−1 : Compte tenu du lemme
3.3, pour chaque
e∨ = (Ω1X →֒ L2 ։M1) ∈ ob E
◦
2 (Fq)
image de (A2 →֒ L2 ։ L1;D2) ∈ E
◦
2 , la trace de l’endomorphisme de Frobenius
ge´ome´trique sur la fibre de W ◦L,2 en e
∨ est
w◦L,2(e
∨) = (−1)g−1
∑
(A1,α1),(A2,α2)
ψ(〈e∨, e〉)wL(A1 +D2 − 2 Inf(A1, A2), Inf(A1, A2)),
ou` (A1, α1) parcourt les paires forme´es d’un diviseur effectif A1 et d’un isomorphisme
α1 : OX(A1)
∼
→ L1, ou` (A2, α2) parcourt les paires forme´es d’un diviseur effectif A2 ≤ D2
et d’un e´pimorphisme α2 : OX ։ OX(−A2)/OX(−D2) et ou` e est la somme de
e1 : OX →֒ OX(A1)
α1
∼−→ L1
et de
e2 : OX
α2
։ OX(−A2)/OX(−D2) →֒ OX/OX(−D2) = OD2 .
On a encore
w◦L,2(e
∨) = (−1)g−1
∑
(A1,α1)
0≤D′2≤Inf(A1,D2)
ψ(〈e∨1 , e1〉)wL(A1 +D2 − 2D
′
2, D
′
2)
∑
(A2,α2)
D′2≤A2≤D2
D′2=Inf(A1,A2)
ψ(〈e∨2 , e2〉)
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ou` on a de´compose´ e∨ en e∨1 +e
∨
2 avec e
∨
1 une extension de L1 par Ω
1
X et e
∨
2 une extension
de OD2 par Ω
1
X .
Maintenant, pour chaque diviseur effectif D′2 ≤ Inf(A1, D2), la somme∑
(A2,α2)
D′2≤A2≤D2
D′2=Inf(A1,A2)
ψ(〈e∨2 , e2〉)
est le produit sur les x ∈ |X | de sommes locales
Sx =
∑
α2,x
ψ(〈e∨2,x, e2,x〉),
ou` α2,x parcourt les homomorphismes de OX,x-modules OX,x → OX,x̟
d′2,x
x /OX,x̟
d2,x
x
qui sont surjectifs si a1,x > d
′
2,x et arbitraires si a1,x = d
′
2,x. Bien entendu, on
a pose´ A1 =
∑
x∈|X| a1,xx, ..., ̟x est une uniformisante de l’anneau de valuation
discre`te OX,x, e2,x : OX → OX,x/OX,x̟
d2,x
x est le compose´ de α2,x et de l’inclusion
OX,x̟
d′2,x
x /OX,x̟
d2,x
x ⊂ OX,x/OX,x̟
d2,x
x et e∨2,x est l’extension de OX,x/OX,x̟
d2,x
x par
Ω1X induite par e
∨
2 . Or, comme L2 est sans torsion, il en est de meˆme de l’extension deOD2
par Ω1X de classe e
∨
2 et la restriction de e
∨
2,x a` OX,x̟
δ
x/OX,x̟
d2,x
x ⊂ OX,x/OX,x̟
d2,x
x
n’est pas scinde´e quels que soient x ∈ |X | et δ ∈ {0, 1, . . . , d2,x − 1}. Par suite, on a
Sx = 1
si d′2,x = d2,x,
Sx = −1
si a1,x > d
′
2,x et d
′
2,x = d2,x − 1 et
Sx = 0
dans tous les autres cas. Il s’en suit que
∑
(A2,α2)
D′2≤A2≤D2
D′2=Inf(A1,A2)
ψ(〈e∨2 , e2〉) = (−1)
deg(D2−D
′
2)
si A1 ≥ D2 et d2,x − 1 ≤ d′2,x ≤ d2,x, ∀x ∈ |X |, et que∑
(A2,α2)
D′2≤A2≤D2
D′2=Inf(A1,A2)
ψ(〈e∨2 , e2〉) = 0
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sinon.
Si l’on revient a` l’expression de w◦L,2(e
∨), on voit que
w◦L,2(e
∨) = (−1)g−1
∑
(A1,α1)
A1≥D2
ψ(〈e∨1 , e1〉)·
·
∑
0≤D′2≤D2
d2,x−1≤d
′
2,x≤d2,x, ∀x
(−1)deg(D2−D
′
2)wL(A1 +D2 − 2D
′
2, D
′
2).
Mais, pour chaque A1 ≥ D2 ≥ 0, on a∑
0≤D′2≤D2
d2,x−1≤d
′
2,x≤d2,x, ∀x
(−1)deg(D2−D
′
2)wL(A1 +D2 − 2D
′
2, D
′
2)
=
∏
x∈|X|
d2,x≥1
(
wL,x(a1,x − d2,x, d2,x)− wL,x(a1,x − d2,x + 2, d2,x − 1)
)
·
·
∏
x∈|X|
d2,x=0
wL,x(a1,x, 0),
ou`, pour chaque x ∈ |X | et chaque couple (m1, m2) d’entiers positifs ou nuls, on a
wL,x(m1, m2) =
∑
ℓ1,ℓ2
ℓ1+ℓ2≥m1+m2
ℓ1+2ℓ2=m1+2m2
K˜(ℓ1+ℓ2,ℓ2),(m1+m2,m2)(qx)tr(Frobx, R
(ℓ1,ℓ2)Lx).
Or, pour toutes partitions λ et µ de longueur ≤ 2 d’un meˆme entier, on peut calculer le
polynoˆme de Kostka-Foulkes Kλµ(t) par la re`gle de Lascoux et Schu¨tzenberger (cf. [Ma]
Ch. III, §6). Il y a exactement un tableau T de forme λ et de poids µ si λ ≥ µ et aucun
sinon. Dans le premier cas, le mot w(T ) associe´ a` T est
2λ1−µ11µ12λ2
et sa charge c(T ) = c(w(T )) est
λ2c(12) + (λ1 − µ1)c(21) + (µ1 − µ2)c(1) = λ1 − µ1
(on a µ1 ≥ µ2 = (λ1 − µ1) + λ2, c(12) = c(1) = 0 et c(21) = 1), de sorte que
Kλµ(t) = t
λ1−µ1 .
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On en de´duit d’une part que, pour tout m2 ≥ 1, on a
K˜(ℓ1+ℓ2,ℓ2),(m1+m2,m2)(t) = K˜(ℓ1+ℓ2,ℓ2),(m1+m2+1,m2−1)(t)
et K˜(m1+m2,m2),(m1+m2,m2)(t) = t
m2 , de sorte que
wL,x(m1, m2)− wL,x(m1 + 2, m2 − 1) = q
m2
x tr(Frobx, R
(m1,m2)Lx).
On en de´duit d’autre part que l’on a
K˜(ℓ1+ℓ2,ℓ2),(m1,0)(t) =
{
1 si ℓ1 = m1 et ℓ2 = 0,
0 sinon,
de sorte que
wL,x(m1, 0) = tr(Frobx, R
(m1,0)Lx).
Comme, par de´finition,
wtopL,x(m1, m2) = q
m2
x tr(Frobx, R
(m1,m2)Lx),
on obtient finalement que
w◦L,2(e
∨) = (−1)g−1
∑
(A1,α1)
A1≥D2
ψ(〈e∨1 , e1〉)w
top
L (A1 −D2, D2),
i.e.
w◦L,2(e
∨) = (−1)g−1wtopL,2(A2 →֒ L2 ։ L1;D2).
4. Ope´rateurs de Hecke et fonctions trace de Frobenius.
On a vu dans le premier expose´ que “WL est vecteur propre de l’ope´rateur de Hecke T0
avec valeur propre VL”. Traduisons ce re´sultat en termes de fonctions. Avec des notations
e´videntes, pour toutes suites finies de diviseurs effectifs (D1, . . . , Ds) et (E1, . . . , Et) sur
X , de´finies sur Fq, avec
∑s
j=1 jdeg(Dj) = m0 et
∑t
k=1 kdeg(Ek) = n0, la trace de
Frobenius en (E1, . . . , Et, D1, . . . , Ds) sur T0W
′
L est e´gale a`
(T0w
′
L)(E1, . . . , Et, D1, . . . , Ds)
dfn
==
1
|HomOX (N0,M0)|
∑
(D′1,...,D
′
s′
)
N(D′1, . . . , D
′
s′)w
′
L(D
′
1, . . . , D
′
s′),
ou`M0 = OD1+···+Ds⊕· · ·⊕ODs etN0 = OE1+···+Et⊕· · ·⊕OEt , ou` (D
′
1, . . . , D
′
s′) parcourt
les suites finies de diviseurs effectifs sur X , de´finis sur Fq, avec
∑s′
j′=1 j
′deg(D′j′) = m
′
0,
et ou` N(D′1, . . . , D
′
s′) est le nombre des classes d’extensions (M0 →֒ M
′
0 ։ N0) dans
Ext1OX (N0,M0) telles que M
′
0 soit isomorphe a` OD′1+···+D′s′
⊕ · · · ⊕ OD′s . On a donc
(4.1) (T0w
′
L)(E1, . . . , Et, D1, . . . , Ds) = vL(E1, . . . , Et)wL(D1, . . . , Ds).
Donnons une de´monstration directe de cette formule. Nous aurons besoin du lemme
suivant, ou` on utilise la terminologie et les notations de [Ma].
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LEMME 4.2. — Pour toute partition λ, soit
Qλ(t) =
∑
λ′≥λ
K˜λ′,λ(t)χ
λ′
le polynoˆme de Green correspondant, χλ
′
e´tant le caracte`re de la repre´sentation irre´duc-
tible de S|λ′| correspondant a` la partition λ
′ de |λ′| =
∑
i λ
′
i.
Fixons des entiers m,n ≥ 0 et identifions Sm ×Sn au sous-groupe de Sm+n forme´
des permutations de {1, . . . , m + n} qui respectent les sous-ensembles {1, . . . , m} et
{m+ 1, . . . , m+ n}. Alors, pour toute partition λ de m+ n, on a
ResSm×SnSm+n Q
λ(t) =
∑
µ,ν
|µ|=m,|ν|=n
gλµν(t)(Q
µ(t)×Qν(t)),
ou` les gλµν(t) sont les polynoˆmes de Hall, et, pour toutes partitions µ et ν de m et n
respectivement, on a
Ind
Sm+n
Sm×Sn
(Qµ(t)×Qν(t)) =
∑
λ
|λ|=m+n
gµνλ (t)Q
λ(t),
ou` on a pose´
gµνλ (t) = t
2n(µ)+2n(ν)−2n(λ)gλµν(t)·
·
∏
i≥1
(1− t−1) · · · (1− t−mi(µ))(1− t−1) · · · (1− t−mi(ν))
(1− t−1) · · · (1− t−mi(λ))
.
Preuve : Pour toutes partitions µ′ et ν′ de m et n respectivement, les polynoˆmes de
Schur s•(x1, x2, . . .) satisfont la relation (cf. [Ma] Ch. I, §9)
sµ′(x1, x2, . . .)sν′(x1, x2, . . .) =
∑
λ′
|λ′|=|µ′|+|ν′|
cλ
′
µ′ν′sλ′(x1, x2, . . .)
ou` les constantes c••• sont de´finies par
ResSm×SnSm+n χ
λ′ =
∑
µ′,ν′
|µ′|=m,|ν′|=n
cλ
′
µ′ν′(χ
µ′ × χν
′
) (∀λ′ avec |λ′| = m+ n)
et, pour toutes partitions µ et ν de m et n respectivement, les polynoˆmes de Hall-
Littlewood P•(x1, x2, . . . ; t) satisfont la relation (cf. [Ma] Ch. III, §3)
Pµ(x1, x2, . . . ; t)Pν(x1, x2, . . . ; t) =
∑
λ
|λ|=|µ|+|ν|
fλµν(t)Pλ(x1, x2, . . . ; t),
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ou` on a pose´
fλµν(t) = t
n(λ)−n(µ)−n(ν)gλµν(t
−1).
Comme les polynoˆmes de Kostka-Foulkes K••(t) sont de´finis par les relations
sλ′(x1, x2, . . .) =
∑
λ≤λ′
Kλ′λ(t)Pλ(x1, x2, . . . ; t),
la premie`re formule du lemme s’en suit.
Conside´rons maintenant, pour chaque entier ℓ ≥ 0, le Z-module libre Rℓ engendre´ par
les caracte`res irre´ductibles de Sℓ et introduisons le produit scalaire sur R
ℓ a` valeurs dans
Q[t], de´fini par
(f, g)t =
∑
λ
|λ|=ℓ
zλ(t)
−1fλgλ,
ou`, pour chaque partition λ de ℓ, fλ (resp. gλ) est la valeur de f ∈ R
ℓ (resp. g ∈ Rℓ) sur
la classe de conjugaison de l’e´le´ment
(1, . . . , λ1)(λ1 + 1, . . . , λ1 + λ2) · · · ∈ Sℓ
et ou`
zλ(t) =
∏
i≥1
imi(λ) ·mi(λ)!
(1− ti)mi(λ)
(comme dans [Ma], on a note´ mi(λ) le nombre des entiers j ≥ 1 tels que λj = i). Si m
et n sont des entiers ≥ 0, Rm ⊗ Rn est le Z-module libre engendre´ par les caracte`res
irre´ductibles de Sm ×Sn et on note encore (·, ·)t le produit scalaire sur Rm ⊗Rn de´fini
par
(f, g)t =
∑
µ,ν
|µ|=m,|ν|=n
zµ(t)
−1zν(t)
−1fµ,νgµ,ν .
On a alors
(f ′, Ind
Sm+n
Sm×Sn
g)t = (Res
Sm×Sn
Sm+n
f ′, g)t
pour tous f ′ ∈ Rm+n et g ∈ Rm ⊗Rn. En effet, si on pose
ResSm×SnSm+n f
′ = f
et
Ind
Sm+n
Sm×Sn
g = g′
et si, pour toutes partitions µ et ν de m et n respectivement, on note λ(µ, ν) la partition
de m+ n de´finie par
mi(λ(µ, ν)) = mi(µ) +mi(ν) (∀i ≥ 1),
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on a
fµ,ν = f
′
λ(µ,ν),
g′λ =


∏
i≥1
(
mi(µ) +mi(ν)
mi(µ)
)
gµ,ν si λ = λ(µ, ν) pour une paire (µ, ν),
0 sinon
et
zλ(µ,ν)(t) = zµ(t)zν(t)
∏
i≥1
(
mi(µ) +mi(ν)
mi(µ)
)
.
Bien suˆr, cette proprie´te´ reste conserve´e si on e´tend le produit scalaire ci dessus et les
ope´rations ResSm×SnSm+n et Ind
Sm+n
Sm×Sn
par Z[t]-line´arite´ aux Z[t]-modules libres Rℓ[t]. Or,
si on pose
Xλ(t) = tn(λ)Qλ(t−1),
on a la relation d’orthogonalite´
(Xλ(t), Xλ
′
(t))t = δ
λ′
λ
∏
i≥1
(1− t) · · · (1− tmi(λ))
pour toutes partitions λ, λ′ (cf. [Ma] Ch. III, (7.3)′). De cette relation d’orthogonalite´ et
de la relation
(Xλ, Ind
Sm+n
Sm×Sn
(Xµ ×Xν))t = (Res
Sm×Sn
Sm+n
Xλ, Xµ ×Xν)t,
on de´duit facilement que la seconde formule du lemme est e´quivalente a` la premie`re.
Preuve directe de la formule (4.1) : De´composant chaque Dj en
∑
x∈|X| dj,xx et chaque
Ek en
∑
x∈|X| ek,xx, on ve´rifie imme´diatement que
(T0w
′
L)(E1, . . . , Et, D1, . . . , Ds) =
∏
x
∑
(d′1,...,d
′
s′
)
Nx(d
′
1, . . . , d
′
s′)wL,x(d
′
1, . . . , d
′
s′),
ou` (d′1, . . . , d
′
s′) parcourt les suites finies d’entiers ≥ 0 et ou` Nx(d
′
1, . . . , d
′
s′) est le nombre
des classes d’extensions
O(d1,x+···+ds,x)x ⊕ · · · ⊕ Ods,xx →֒M
′
x ։ O(e1,x+···+et,x)x ⊕ · · · ⊕ Oet,xx
dans Ext1OX,x
(
O(e1,x+···+et,x)x ⊕ · · · ⊕ Oet,xx,O(d1,x+···+ds,x)x ⊕ · · · ⊕ Ods,xx
)
telles que le
OX,x-module M
′
x soit isomorphe a` O(d′1+···+d′s′ )x
⊕ · · · ⊕ Od′
s′
x.
Maintenant fixons x ∈ |X | et posons
M0 = O(d1,x+···+ds,x)x ⊕ · · · ⊕ Ods,xx,
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N0 = O(e1,x+···+et,x)x ⊕ · · · ⊕ Oet,xx,
λ = (d′1 + · · ·+ d
′
s′ , . . . , d
′
s′),
µ = (d1,x + · · ·+ ds,x, . . . , ds,x)
et
ν = (e1,x + · · ·+ et,x, . . . , et,x).
Alors, d’apre`s [Ma] Ch. II, (4.3), le nombre des sous-OX,x-modules M de
M ′0 = O(d′1+···+d′s′ )x
⊕ · · · ⊕ Od′
s′
x
qui sont isomorphes a` M0 et tels que M
′
0/M soit isomorphe a` N0 est e´gal a`
gλν,µ(qx) = g
λ
µ,ν(qx).
Par suite, le nombre Nx(d
′
1, . . . , d
′
s′) des classes d’extensions (M0 →֒ M
′
։ N0) telles
que M ′ soit isomorphe a` M ′0 est e´gal a`
|HomOX,x(N0,M0)|
|AutOX,x (M
′
0)|
gλµ,ν(qx)|AutOX,x(M0)| |AutOX,x(N0)|.
En effet, on a une bijection naturelle entre cet ensemble de classes d’extensions et
l’ensemble quotient
AutOX,x(M
′
0)
∖ ∐
M⊂M ′0
(
IsomOX,x(M0,M)× IsomOX,x(M
′
0/M,N0)
)
,
le stabilisateur dans AutOX,x(M
′
0) d’un point arbitraire (M,α, β) dans l’ensemble∐
M⊂M ′0
(
IsomOX,x(M0,M)× IsomOX,x (M
′
0/M,N0)
)
n’est autre que
IdM ′0 + u ◦HomOX,x(M
′
0/M,M) ◦ v,
ou` u : M →֒ M ′0 est l’inclusion et v : M
′
0 ։ M
′
0/M est l’application quotient,
et ce stabilisateur a donc |HomOX,x(N0,M0)| e´le´ments. Comme, pour toute partition
π = (π1, π2, . . .), π1 ≥ π2 ≥ · · · ≥ 0, on a
|AutOX,x(Oπ1x ⊕Oπ2x ⊕ · · ·)| = aπ(qx),
ou`
aπ(t) = t
|π|+2n(π)
∏
i≥1
(1− t−1) · · · (1− t−mi(π))
(cf. [Ma] Ch. II, (1.6)), on obtient que Nx(d
′
1, . . . , d
′
s′) est e´gal a`
|HomOX,x(N0,M0)|
aλ(qx)
gλµ,ν(qx)aµ(qx)aν(qx).
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Par suite, l’expression
1
|HomOX,x(N0,M0)|
∑
(d′1,...,d
′
s′
)
Nx(d
′
1, . . . , d
′
s′)wL,x(d
′
1, . . . , d
′
s′)
est e´gale a` ∑
λ
gλµ,ν(qx)aµ(qx)aν(qx)
aλ(qx)
wL,x(λ1 − λ2, λ2 − λ3, . . . , λs′),
i.e. a`
(∗)
∑
λ
gµ,νλ (qx)wL,x(λ1 − λ2, λ2 − λ3, . . . , λs′),
puisque gλµν(t) ≡ 0 si |λ| 6= |µ|+ |ν|.
Mais
wL,x(λ1 − λ2, λ2 − λ3, . . . , λs′) =
∑
λ′≥λ
K˜λ′λ(qx)tr(Frobx, R
(λ′1−λ
′
2,λ
′
2−λ
′
3,...)Lx)
est la trace de Frobx sur (
Qλ(qx)⊗ L
⊗|λ|
x
)S|λ|
et donc, compte tenu de la deuxie`me formule du lemme 4.2, l’expression (∗) est la trace
de Frobx sur (
Ind
S|µ|+|ν|
S|µ|×S|ν|
(Qµ(qx)×Q
ν(qx))⊗ L
⊗(|µ|+|ν|)
x
)S|µ|+|ν|
ou, ce qui revient au meˆme, sur(
Qµ(qx)⊗ L
⊗|µ|
x
)S|µ| ⊗ (Qν(qx)⊗ L⊗|ν|x )S|ν| .
Ceci ache`ve la preuve de la formule (4.1).
Pre´cisons le lemme 4.2 du premier expose´ en tenant compte des torsions a` la Tate.
LEMME 4.3. — (i) Pour tout K ′ ∈ obDbc (C
′
0,Qℓ), on a un isomorphisme canonique
T ◦1 (j
′∨∗
0 π
′∨∗
0 K
′[m0])(n0) ∼= (id× j
∨
0 )
∗(id× π∨0 )
∗T0(K
′)[m0]
dans Dbc (Coh
0,n0
X × E
◦
1 ,Qℓ).
(ii) Pour tout K ′ ∈ obDbc (E
′◦
i−1,Qℓ), on a un isomorphisme canonique
T ◦i
(
j′∨∗i−1F
′
ψ,i−1(j
′
i−1,!K
′)
)
(n0) ∼= (id× j
∨
i−1)
∗F
ψ,i−1,Coh
0,n0
X
(
(id× ji−1)!T
◦
i−1(K
′)
)
,
dans Dbc (Coh
0,n0
X ×E
◦
i ,Qℓ), ou` F
′
ψ,i−1 et Fψ,i−1,Coh0,n0
X
sont les transformations de Fourier
pour les fibre´s π′i−1 : E
′
i−1 → C
′
i−1 et id × πi−1 : Coh
0,n0
X × Ei−1 → Coh
0,n0
X × Ci−1
respectivement.
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(iii) Pour tout K ′ ∈ obDbc (C
′
n,Qℓ), on a un isomorphisme canonique
T ◦n(j
′∗
n π
′∗
nK
′) ∼= (id× jn)
∗(id× πn)
∗Tn(K
′)
dans Dbc (Coh
0,n0
X × E
◦
n,Qℓ).
Preuve : On raisonnera en termes de fonctions et on utilisera des notations e´videntes
pour les ope´rateurs de Hecke, les transformations de Fourier, ..., au niveau des fonctions.
Pour toute fonction ϕ′ sur C′0(Fq), tout N0 ∈ ob Coh
0,n0
X (Fq) et tout monomorphisme
e1 = (OX →֒ M1) dans ob E◦1 (Fq), on a
T ◦1 (j
′∨∗
0 π
′∨∗
0 ϕ
′[m0])(n0)(N0, e) =
(−1)m0
qn0 |HomOX (N0,M1)|
∑
u1
ϕ′(M′0),
ou` u1 = (M1
α1
→֒ M′1 ։ N0) parcourt Ext
1
OX
(N0,M1) et ou` M′0 est le conoyau de
α1 ◦ e1 : OX →֒ M
′
1, et on a
(id× j∨0 )
∗(id× π∨0 )
∗T0(ϕ
′)[m0](N0, e) =
(−1)m0
|HomOX (N0,M0)|
∑
u0
ϕ′(M′0),
ou` u0 = (M0
α0
→֒ M′0 ։ N0) parcourt Ext
1
OX (N0,M0), M0 e´tant le conoyau de
e1 : OX →֒ M1.
La partie (i) du lemme en de´coule puisque l’on a la suite exacte longue
0 → HomOX (N0,M1) → HomOX (N0,M0) →
→ Ext1OX (N0,OX) → Ext
1
OX (N0,M1) → Ext
1
OX (N0,M0) → 0,
avec dimFqExt
1
OX
(N0,OX) = n0.
Pour toute fonction ϕ′ sur E ′◦i−1(Fq), tout N0 ∈ obCoh
0,n0
X (Fq) et tout monomorphisme
ei = ((Ω
1
X)
⊗(i−1) →֒ Mi) dans ob E◦i (Fq), on a
T ◦i
(
j′∨∗i−1F
′
ψ,i−1(j
′
i−1,!ϕ
′)
)
(n0)(N0, ei)
=
(−1)in0+m
′
0−(i−1)
2(g−1)
qn0 |HomOX (N0,Mi)|
∑
ui
∑
e′
i−1
ψ(〈j′∨i−1(αi ◦ ei), e
′
i−1〉)ϕ
′(e′i−1),
ou` ui = (Mi
αi
→֒ M′i ։ N0) parcourt Ext
1
OX (N0,Mi) et ou` e
′
i−1 parcourt l’ensemble des
monomorphismes de (Ω1X)
⊗(i−2) dans le conoyau M′i−1 de αi ◦ ei, et on a
(id× j∨i−1)
∗F
ψ,i−1,Coh
0,n0
X
(
(id× ji−1)!T
◦
i−1(ϕ
′)
)
(N0, ei)
= (−1)m0−(i−1)
2(g−1)
∑
ei−1
ψ(〈j∨i−1(ei), ei−1〉)·
·
(−1)(i−1)n0
|HomOX (N0,Mi−1)|
∑
ui−1
ϕ′(αi−1 ◦ ei−1),
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ou` ei−1 parcourt l’ensemble des monomorphismes de (Ω
1
X)
⊗(i−2) dans le conoyau Mi−1
de ei et ou` ui−1 = (Mi−1
αi−1
→֒ M′i−1 ։ N0) parcourt Ext
1
OX
(N0,Mi−1).
Or, d’une part, on a la suite exacte longue
0 → HomOX (N0,Mi) → HomOX (N0,Mi−1) →
Ext1OX (N0, (Ω
1
X)
⊗(i−1)) → Ext1OX (N0,Mi) → Ext
1
OX
(N0,Mi−1) → 0
avec dimExt1OX (N0, (Ω
1
X)
⊗(i−1)) = n0. D’autre part, pour chaque ui−1, on a la suite
exacte courte
0→ HomOX ((Ω
1
X)
⊗(i−2),Mi−1)→ HomOX ((Ω
1
X)
⊗(i−2),M′i−1)
→ HomOX ((Ω
1
X)
⊗(i−2),N0)→ 0,
puisque HomOX (Mi−1, (Ω
1
X)
⊗(i−1)) = (0). Enfin, on a
〈j′∨i−1(αi ◦ ei), αi−1 ◦ ei−1〉 = 〈j
∨
i−1(ei), ei−1〉
pour chaque diagramme commutatif de OX -Modules cohe´rents
(Ω1X)
⊗(i−1) ei→֒ Mi ։ Mi−1∣∣∣∣∣∣ αiy  yαi−1
(Ω1X)
⊗(i−1) →֒ M′i ։ M
′
i−1
et chaque homomorphisme ei−1 : (Ω
1
X)
⊗(i−2) →Mi−1.
La partie (ii) du lemme s’ensuit.
La partie (iii) est triviale.
COROLLAIRE 4.4. — Pour chaque i = 1, . . . , n, on a
T ◦i (w
′◦
L,i) = vL ⊠ w
◦
L,i
sur ob Coh0,n0X (Fq)× ob Ei(Fq), ou` w
◦
L,i et w
′◦
L,i sont les fonctions traces de Frobenius sur
les fibres des complexes W ◦L,i et W
′◦
L,i de´finis comme dans la section 3 du premier expose´.
REMARQUE 4.5. — D’apre`s le corollaire 4.4, la fonction trace de Frobenius sur les fibres
de W ◦L,n est fonction propre des ope´rateurs de Hecke avec comme valeur propre vL. Il
en est bien suˆr de meˆme de sa restriction a` E◦n. Par suite, on s’attend a` ce que cette
restriction soit proportionnelle a` wtopL,n qui est vecteur propre des ope´rateurs de Hecke
avec les meˆmes valeurs propres par construction (cf. [Sh]). Le seul proble`me est que la
notion d’ope´rateur de Hecke introduite dans ces expose´s n’est pas exactement celle qui
est utilise´e classiquement. Dans notre de´finition de Hecke
n,mn,m
′
n
X nous permettons des
modifications du type (Mn,M′n, αn) ou` Mn n’a pas de torsion mais ou` M
′
n en a, alors
que, dans la traduction ge´ome´trique des ope´rateurs de Hecke utilise´s par Shalika, ce n’est
pas permis. Pour prouver la conjecture 3.2 en utilisant le corollaire 4.4, il faudrait donc
d’abord comparer ces deux notions d’ope´rateurs de Hecke.
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Comple´ments
1. Variante sche´matique du diagramme fondamental.
On munit X d’un fibre´ en droites tre`s ample OX(1) et on note δ > 0 le degre´ de
OX(1).
Soit ν un entier tel que νδ ≥ 2g et soit N = m0+n((n− 2)(g− 1)+ νδ). Pour chaque
i = 0, . . . , n, on conside`re le sche´ma
Quoti,mi
OX(−ν)N/X
des OX -Modules cohe´rents quotients
OX(−ν)
N
։Mi
qui sont de rang ge´ne´rique i et de degre´ mi. D’apre`s Grothendieck, c’est un sche´ma
projectif sur C et on a un morphisme (repre´sentable) de champs alge´briques
Quoti,mi
OX (−ν)N/X
→ Cohi,miX , (OX(−ν)
N
։Mi) 7→ Mi.
Pour chaque (OX(−ν)N ։ Mi) ∈ Quot
i,mi
OX(−ν)N/X
, le OX -Module cohe´rent Mi(ν)
est engendre´ par ses sections globales. Ceci nous ame`ne a` introduire l’ouvert
Ci,ν ⊂ Ci ⊂ Coh
i,mi
X
forme´ des Mi ∈ Ci tels que Mi(ν) est engendre´ par ses sections globales.
LEMME 1.1. — On a C0,ν = Coh
0,m0
X et, pour tout i = 1, . . . , n, l’ouvert Ci,ν de Coh
i,mi
X
contient l’ouvert F ibi,mi,ssX des OX -Modules localement libres semi-stables de rang i et de
degre´ mi.
Preuve : Compte tenu du lemme 1.1 de l’expose´ I, il s’agit de voir que, pour chaque
Li ∈ obF ib
i,mi,ss
X , le OX -Module Li(ν) est engendre´ par ses sections globales. Or, on a
mi + iνδ > iνδ > i(2g − 1)
par hypothe`se et donc on peut appliquer le lemme 5.2 de [Ne] au OX -Module semi-stable
Li(ν).
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REMARQUE 1.2. — Pour ν ≥ 2g/δ variable, on a
· · · ⊂ Ci,ν ⊂ Ci,ν+1 ⊂ · · ·
et ⋃
ν≥2g/δ
Ci,ν = Ci.
On note
Qi ⊂ Quot
i,mi
OX (−ν)N/X
l’ouvert des (OX(−ν)N ։Mi) tels que Mi ∈ Ci. Pour (OX(−ν)N ։Mi) ∈ Qi, on a
H1(X,Mi(ν)) =
(
HomOX (Mi,Ω
1
X(−ν))
)∨
= (0),
puisque H0(X,OX(ν)) 6= (0) (νδ ≥ 2g) et que HomOX (Mi,Ω
1
X) = (0). Par suite, les
H0(X,Mi(ν)) s’organisent en un fibre´ vectoriel de rang m0 + i((i− 2)(g − 1) + nδ) sur
Qi. On note
Qi,ν ⊂ Qi
l’ouvert forme´ des (OX(−ν)N ։Mi) ∈ Qi tels que l’application line´aire induite
H0(X,OX)
N → H0(X,Mi(ν))
soit surjective. Bien entendu, le morphisme de champs Quoti,miOX(−ν)/X → Coh
i,mi
X induit
un morphisme (repre´sentable) de champs
Qi,ν → Ci,ν .
LEMME 1.3. — Le morphisme Qi,ν → Ci,ν est quasi-projectif, lisse, surjectif et a` fibres
connexes de dimension
(
m0 + n((n− 2)(g − 1) + νδ)
)(
m0 + i((i − 2)(g − 1) + νδ)
)
. En
particulier, le sche´ma quasi-projectif Qi,ν est connexe et lisse de dimension(
m0 + n((n− 2)(g − 1) + νδ)
)(
m0 + i((i− 2)(g − 1) + νδ)
)
+ i2(g − 1)
sur C.
Preuve : Se donner un point de Qi,ν revient a` se donner un OX -Module cohe´rent Mi
dans Ci,ν et une application line´aire surjective
CN ։ H0(X,Mi(ν)).
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Pour chaque i = 0, . . . , n, notons
πi,ν : Ei,ν → Qi,ν
le fibre´ vectoriel de fibre HomOX ((Ω
1
X)
⊗(i−1),Mi) en (OX(−ν)N ։ Mi) ∈ Qi,ν et
notons
π∨i,ν : E
∨
i,ν → Qi,ν
le fibre´ vectoriel dual, de fibre Ext1OX (Mi, (Ω
1
X)
⊗i) en (OX(−ν)N ։ Mi). Les fibre´s
vectoriels πi,ν et π
∨
i,ν sont tous les deux de rang m0 − i
2(g − 1).
Pour chaque i = 1, . . . , n, soit
E◦i,ν ⊂ Ei,ν
l’ouvert des diagrammes
OX(−ν)N
↓
(Ω1X)
⊗(i−1) → Mi
tels que la fle`che horizontale soit injective (d’apre`s le lemme 1.1, cet ouvert est non vide)
et soit
E∨◦i−1,ν ⊂ E
∨
i−1,ν
l’ouvert des diagrammes
OX(−ν)N
↓
(Ω1X)
⊗(i−1) →֒ Mi ։ Mi−1
tels que Mi ∈ Ci.
On de´finit alors un morphisme de sche´mas
ρi,ν : E
◦
i,ν → E
∨◦
i−1,ν
en envoyant le diagramme
OX(−ν)N
↓
(Ω1X)
⊗(i−1) →֒ Mi
sur le diagramme
OX(−ν)N
↓
(Ω1X)
⊗(i−1) →֒ Mi ։ Mi−1,
ou` Mi−1 est le quotient de Mi par (Ω1X)
⊗(i−1) et ou` la fle`che verticale est le quotient
compose´ des quotients OX(−ν)N ։Mi etMi ։Mi−1. Ce dernier diagramme est bien
dans E∨◦i−1,ν car on a le plongement
HomOX (Mi−1, (Ω
1
X)
⊗(2n−1)) →֒ HomOX (Mi, (Ω
1
X)
⊗(2n−1))) = (0)
et la suite exacte
H0(X,Mi(ν))→ H
0(X,Mi−1(ν))→ H
1(X, (Ω1X)
⊗(i−1)(ν)) = (0)
puisque νδ ≥ 2g.
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LEMME 1.4. — Le morphisme ρi,ν : E
◦
i,ν → E
∨◦
i−1,ν est lisse, surjectif et a` fibres connexes
de dimension N((2i− 3)(g − 1) + νδ).
Preuve : Soit
OX(−ν)N
↓
(Ω1X)
⊗(i−1) →֒ Mi ։ Mi−1
un point de E∨◦i−1,ν . CommeMi−1(ν) et (Ω
1
X)
⊗(i−1)(ν) sont engendre´s par leurs sections
globales et que la fle`che H0(X,Mi(ν)) → H0(X,Mi−1(ν)) est surjective, Mi(ν) est
aussi engendre´ par ses sections globales. La fibre de ρi,ν en ce point est donc isomorphe
a` la varie´te´ des applications line´aires surjectives
CN ։ H0(X,Mi(ν))
qui rele`vent l’application line´aire surjective
CN ։ H0(X,Mi−1(ν))
induite par l’e´pimorphisme de OX -Modules OX(−ν)N ։Mi−1(ν).
La variante sche´matique du diagramme fondamental est alors
En,ν ⊃ E◦n,ν ։ E
∨◦
n−1,ν ⊂ E
∨
n−1,ν
ւ ց
Qn,ν
· · ·
· · ·
E1,ν ⊃ E◦1,ν ։ E
∨◦
0,ν ⊂ E
∨
0,ν
ց ւ ց
Q1,ν Q0,ν .
Ce diagramme de sche´mas s’envoie dans le diagramme fondamental de champs de
l’expose´ I de manie`re e´vidente (oubli de l’application quotient OX(−ν)N ։). En outre,
le groupe alge´brique GLN,C agit sur ce diagramme de sche´mas (composition d’un
automorphisme de OX(−ν)
N avec l’application quotient OX(−ν)
N
։) et le morphisme
du diagramme de sche´mas vers le diagramme de champs est invariant pour cette action.
Enfin, la preuve du lemme 1.3 montre que le champ Cn,ν est le quotient du sche´ma Qn,ν
pour cette action de GLN,C.
Les constructions deWL et desWL,i,W
◦
L,i admettent des variantes GLN,C-e´quivarian-
tes sur les sche´mas Q0,ν et Ei,ν , E
◦
i,ν .
2. Varie´te´s caracte´ristiques.
Pour i = 0, . . . , n, le fibre´ cotangent T ∗Ci au champ alge´brique lisse Ci est le champ
des paires (Mi, θi), ou` Mi est un objet de Ci et ou` θi : Mi → Mi ⊗ Ω1X est un
homomorphisme OX -line´aire. Notons
Λi,n ⊂ T
∗Ci
40 G. LAUMON
le sous-champ ferme´ dont les points sont les paires (Mi, θi) telles que l’homomorphisme
θi soit nilpotent de niveau n, i.e. telles que l’homomorphisme compose´
Mi
θi−→Mi ⊗OX Ω
1
X
θi⊗id−→ Mi ⊗OX (Ω
1
X)
⊗2 → · · ·
· · · → Mi ⊗OX (Ω
1
X)
⊗(n−1) θi⊗id−→ Mi ⊗OX (Ω
1
X)
⊗n
soit identiquement nul.
CONJECTURE 2.1. — Pour tout syste`me local irre´ductible L de rang n sur X, la varie´te´
caracte´ristique
Car(KL) ⊂ T
∗Cn
du faisceau pervers conjectural KL est e´gale a` Λn,n.
Pour motiver cette conjecture, commenc¸ons par e´tudier la varie´te´ caracte´ristique
Car(WL) ⊂ T
∗C0
du faisceau pervers WL.
LEMME 2.2 ([La] The´ore`me (3.1.13)(i)). — Le ferme´ Λ0,n de T
∗C0 est lagrangien.
Plus pre´cise´ment, pour chaque suite d’entiers ≥ 0 de longueur n, d = (d1, . . . , dn),
telle que
n∑
i=1
idi = m0,
notons
X
(m0)
d
⊂ X(m0)
la sous-varie´te´ localement ferme´e dont les points sont les D ∈ X(m0) de la forme
D =
n∑
i=1
iDi,
ou` chaque Di est un diviseur effectif sur X, de degre´ di et sans multiplicite´ (Di =
xi,1 + · · · + xi,di avec xi,j 6= xi,k, ∀j 6= k), et ou` les supports des Di sont deux a` deux
disjoints (xi′,j′ 6= xi′′,j′′ de`s que i′ 6= i′′), et notons
C0,d ⊂ C0
le sous-champ localement ferme´ image de X
(m0)
d
par le morphisme lisse ι(m0) : X
(m0) →
C0. Alors, Λ0,n est la re´union des adhe´rences dans T ∗C0 des sous-fibre´s conormaux
T ∗C0,dC0 ⊂ T
∗C0.
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Preuve : L’e´nonce´ du lemme est local pour la topologie e´tale sur C0 et donc pour la
topologie e´tale sur X . On peut donc supposer que X = A1. Dans ce cas T ∗C0 et Λ0,n
admettent la description suivante. On a la pre´sentation
C0 ∼= [g/G],
ou` G = GLm0 agit par conjugaison sur g = glm0 , et on peut identifier Λ0,n ⊂ T
∗C0 au
quotient de
{(ξ, ξ∗) ∈ g× g | [ξ, ξ∗] = 0 et (ξ∗)n = 0} ⊂ {(ξ, ξ∗) ∈ g× g | [ξ, ξ∗] = 0}
par l’action
((ξ, ξ∗), g) 7→ (g−1ξg, g−1ξ∗g)
de G (comme d’habitude, on a identifie´ g∗ a` g par l’isomorphisme
g→ g∗, ξ∗ 7→ (ξ 7→ tr(ξξ∗)) ).
Pour chaque suite d’entiers d comme dans l’e´nonce´ du lemme, notons Od ⊂ g l’orbite
de la matrice de Jordan nilpotente ayant, pour chaque i = 1, . . . , n, exactement di blocs
de Jordan de taille i et notons gd le ferme´ de l’ouvert g
reg des e´le´ments re´guliers de g
forme´ des ξ dont le polynoˆme minimal est de la forme
n∏
i=1
di∏
j=1
(T − αi,j)
i
avec des αi,j deux a` deux distincts. On conclut en remarquant que
{(ξ, ξ∗) ∈ g× g | [ξ, ξ∗] = 0 et (ξ∗)n = 0} =
⋃
d
{(ξ, ξ∗) ∈ g×Od | [ξ, ξ
∗] = 0}
(re´union disjointe) et que, pour chaque d, {(ξ, ξ∗) ∈ g×Od | [ξ, ξ∗] = 0} est l’adhe´rence
dans T ∗g du fibre´ conormal
T ∗gdg
reg ⊂ T ∗greg ⊂ T ∗g.
THE´ORE`ME 2.3 ([La] The´ore`me (3.1.13)(ii)). — Pour tout syste`me local irre´ductible L
de rang n sur X, la varie´te´ caracte´ristique du faisceau pervers irre´ductible de Whittaker
WL est exactement le ferme´ lagrangien Λ0,n de T
∗C0.
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Conside´rons maintenant, pour chaque i, les champs cotangents T ∗Ei et T ∗E∨i aux
champs alge´briques et lisses sur C, Ei et E∨i respectivement. Le premier est le champ des
paires (ei, ηi) ou`
ei : (Ω
1
X)
⊗(i−1) →Mi
est un objet du champ Ei et ou`
ηi :Mi → [(Ω
1
X)
⊗(i−1) ei−→Mi]⊗ Ω
1
X
est un morphisme dans la cate´gorie de´rive´e des OX -Modules ([A→ B] de´signe l’objet
· · · → 0→ A→ B → 0→ · · ·
de Db(OX), ou` le OX -Module A est place´ en degre´ −1 et le OX -Module B est place´ en
degre´ 0). Le second est le champ des paires (e∨i , η
∨
i ) ou`
e∨i =
(
(Ω1X)
⊗i →֒ Mi+1 ։Mi
)
est un objet du champ E∨i et ou`
η∨i :Mi+1 →Mi ⊗ Ω
1
X
est un morphisme de OX -Modules.
L’isomorphisme de champs E◦i
∼= E∨◦i−1 induit un isomorphisme de champs
T ∗E◦i ∼= T
∗E∨◦i−1
qui envoie (ei, ηi) sur (e
∨
i−1, η
∨
i−1), ou`
e∨i−1 =
(
(Ω1X)
⊗(i−1) ei→֒ Mi ։Mi−1
)
et
η∨i−1 :Mi
ηi−→ [(Ω1X)
⊗(i−1) ei→֒ Mi]⊗ Ω
1
X
∼
−→Mi−1 ⊗ Ω
1
X .
Les fibre´s cotangents a` un fibre´ vectoriel et a` son fibre´ dual sont toujours canonique-
ment isomorphes. Ici on a :
LEMME 2.4. — L’isomorphisme canonique
T ∗Ei ∼= T
∗E∨i
est donne´ de la fac¸on suivante :
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(i) a` (ei, ηi) dans T
∗Ei on associe (e∨i , η
∨
i ) dans T
∗E∨i , ou` e
∨
i est l’extension
(Ω1X)
⊗i →֒ Mi+1 ։Mi
correspondant au morphisme compose´
Mi
ηi
−→ [(Ω1X)
⊗(i−1) ei−→Mi]⊗ Ω
1
X → [(Ω
1
X)
⊗(i−1) → 0]⊗ Ω1X = (Ω
1
X)
⊗i[1]
dans Db(OX) et ou`
η∨i :Mi+1 → [0→Mi]⊗ Ω
1
X =Mi ⊗ Ω
1
X
est l’unique homomorphisme rendant commutatif le diagramme
(Ω1X)
⊗i == [0→ (Ω1X)
⊗(i−1)]⊗ Ω1X
↓ ↓
Mi+1
η∨i−→ [0→Mi]⊗ Ω1X
↓ ↓
Mi
ηi−→ [(Ω1X)
⊗(i−1) ei→Mi]⊗ Ω1X
↓ ↓
(Ω1X)
⊗i[1] == [(Ω1X)
⊗(i−1) → 0]⊗ Ω1X ,
(ii) inversement, a` (e∨i , η
∨
i ) dans T
∗E∨i on associe (ei, ηi) dans T
∗Ei, ou` ei ⊗ Ω1X
est l’homomorphisme compose´
(Ω1X)
⊗i →֒ Mi+1
η∨i−→Mi ⊗ Ω
1
X
et ou` ηi est le morphisme compose´
Mi = [(Ω
1
X)
⊗i →֒ Mi+1]
η∨i−→ [(Ω1X)
⊗i →Mi ⊗ Ω
1
X ] = [(Ω
1
X)
⊗(i−1) ei−→Mi]⊗ Ω
1
X .
Preuve : Seule la de´finition de η∨i dans la partie (i) ne´cessite quelques e´claircissements.
L’existence de η∨i re´sulte de l’axiome (TR3) des cate´gories triangule´es, puisque les
deux verticales du diagramme sont des triangles distingue´s. Quant a` l’unicite´, elle
vient ce que HomOX (Mi, (Ω
1
X)
⊗i) = (0) par de´finition de Ci. En effet, comme
HomOX ((Ω
1
X)
⊗i, (Ω1X)
⊗i) est de dimension 1, soit on a aussi HomOX (Mi+1, (Ω
1
X)
⊗i) =
(0) et l’unicite´ est imme´diate (la diffe´rence entre deux η∨i possibles se factorise
ne´cessairement en
Mi+1 → [0→ (Ω
1
X)
⊗(i−1)]⊗ Ω1X → [0→Mi]⊗ Ω
1
X
et est donc automatiquement nulle), soit l’extension e∨i est scinde´e et la diffe´rence entre
deux η∨i possibles se factorise en
Mi+1 →Mi → [0→ (Ω
1
X)
⊗(i−1)]⊗ Ω1X → [0→Mi]⊗ Ω
1
X
et est aussi automatiquement nulle.
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Dans la suite, on notera simplement Ωi et (·) ⊗ Ωi les expressions (Ω1X)
⊗i et
(·)⊗OX (Ω
1
X)
⊗i.
Conside´rons le champ U des diagrammes commutatifs de OX -Modules cohe´rents,
(M•, e•, η•) =


Ωn−1
en
−֒−−−−→ Mn ։ Mn−1∣∣∣∣ yηn yηn−1
Ωn−1
en−1⊗Ω
−֒−−−−→ Mn−1 ⊗ Ω ։ Mn−2 ⊗ Ω∣∣∣∣ yηn−1⊗Ω yηn−2⊗Ω
Ωn−1
en−2⊗Ω
2
−֒−−−−→ Mn−2 ⊗ Ω2 ։ Mn−3 ⊗ Ω2
· · ·
· · ·
· · ·∣∣∣∣ yη2⊗Ωn−2 yη1⊗Ωn−2
Ωn−1
e1⊗Ω
n−1
−֒−−−−→ M1 ⊗ Ω
n−1
։ M0 ⊗ Ω
n−1yη1⊗Ωn−1
M0 ⊗ Ωn


,
ou` chaque Mi est de rang ge´ne´rique i et de degre´ mi et satisfait a` la condition
HomOX (Mi,Ω
2n−1) = (0)
et ou` chaque ligne est une suite exacte courte.
Il est facile de voir que U est alge´brique et est en fait un ouvert commun a` tous les
champs T ∗E∨i
∼= T ∗Ei. Plus pre´cise´ment, pour chaque i = 0, . . . , n − 1, la donne´ de la
partie
Ωn−1
ei+1⊗Ω
n−i−1
−֒−−−−−−−→ Mi+1 ⊗ Ωn−i−1 ։ Mi ⊗ Ωn−i−1yηi+1⊗Ωn−i−1
Mi ⊗ Ωn−i
du diagramme ci-dessus permet de reconstruire ce diagramme tout entier et tout
diagramme de OX -Modules cohe´rents,
Ωi
ei+1
−֒−−→ Mi+1 ։ Miyηi+1
Mi ⊗ Ω,
ou` Mi est de rang ge´ne´rique i et de degre´ mi, ou` HomOX (Mi+1,Ω
2n−1) = (0) et ou` la
ligne supe´rieure est une suite exacte courte, de´finit un point de
T ∗E◦i+1 ∼= T
∗E∨◦i ⊂ T
∗E∨i .
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On note Σ0,n le sous-champ ferme´ de T
∗E∨0 image de E
∨
0 ×C0 Λ0,n par l’immersion
ferme´e
T ∗π∨0 : E
∨
0 ×C0 T
∗C0 →֒ T
∗E∨0
et on note Σn,n le sous-champ ferme´ de T
∗En image de En ×Cn Λn,n par l’immersion
ferme´e
T ∗πn : En ×Cn T
∗Cn →֒ T
∗En.
LEMME 2.5. — Les intersections des ferme´s Σ0,n et Σn,n avec l’ouvert U , commun a`
T ∗E∨0 et T
∗En, coincident.
Preuve : Par de´finition, Σ0,n∩U (resp. Σn,n∩U) est forme´ des diagrammes (M•, e•, η•)
tels que η1 (resp. ηn) se factorise en
M1 ։M0
θ0−→M0 ⊗ Ω
(resp.
Mn
θn−→Mn ⊗ Ω։Mn−1 ⊗ Ω ),
avec θ0 (resp. θn) nilpotent de niveau n. Remarquons que, si une telle factorisation
existe, elle est ne´cessairement unique (c’est e´vident pour η0 et cela resulte pour ηn de
HomOX (Mn,Ω
2n−1) = (0)).
En conside´rant le diagramme
Mn ։ Mn−1 ։ · · · ։ M1 ։ M0
ηn
y ηn−1y η1y ւθ0
Mn−1 ⊗ Ω ։ Mn−2 ⊗ Ω։ · · · ։ M0 ⊗ Ω
↓ ↓ ւ
· · ·
η2⊗Ω
n−2
y η1⊗Ωn−2y ւθ0⊗Ωn−2
M1 ⊗ Ω
n−1
։ M0 ⊗ Ω
n−1
η1⊗Ω
n−1
y ւθ0⊗Ωn−1
M0 ⊗ Ω
n
on voit que (M•, e•, η•) ∈ U est dans Σ0,n si et seulement si
(η1 ⊗ Ω
n−1) ◦ · · · ◦ (ηn−1 ⊗ Ω) ◦ ηn = 0
(si cette condition est satisfaite, on a
η1 ◦ e1 = η1 ◦ · · · ◦ (ηn−1 ⊗ Ω
2−n) ◦ (ηn ⊗ Ω
1−n) ◦ (en ⊗ Ω
1−n) = 0
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et donc η1 se factorise bien en M1 ։M0
θ0−→M0 ⊗ Ω).
De meˆme, en conside´rant le diagramme
Mn
θn ւ
yηn
Mn ⊗ Ω ։Mn−1 ⊗ Ω
θn⊗Ω ւ
yηn⊗Ω yηn−1⊗Ω
· · ·
ւ ↓ ↓
Mn ⊗ Ωn−1 ։ · · · ։ M2 ⊗ Ωn−1։M1 ⊗ Ωn−1
θn⊗Ω
n−1
ւ
yηn⊗Ωn−1 yη2⊗Ωn−1 yη1⊗Ωn−1
Mn ⊗ Ωn ։Mn−1 ⊗ Ωn ։ · · · ։ M1 ⊗ Ωn ։ M0 ⊗ Ωn
on voit que (M•, e•, η•) ∈ U est dans Σn,n si et seulement si
(η1 ⊗ Ω
n−1) ◦ · · · ◦ (ηn−1 ⊗ Ω) ◦ ηn = 0
(d’une part, si cette condition est satisfaite, on a
(e∨n ⊗ Ω) ◦ ηn = (e
∨
1 ⊗ Ω
n) ◦ (η1 ⊗ Ω
n−1) ◦ · · · ◦ (ηn−1 ⊗ Ω) ◦ ηn = 0,
ou` e∨i : Mi−1 → Ω
i−1[1] est la classe de l’extension Mi de Mi−1 par Ω
i−1 pour
i = 1, . . . , n, et donc ηn se factorise bien en Mn
θn−→ Mn ⊗ Ω ։ Mn−1 ⊗ Ω; d’autre
part, on a HomOX (Mn,Ω
i) = (0) pour tout i ≤ 2n− 1 et donc
HomOX (Mn,Ker(Mn ։M0)⊗ Ω
n) = (0)
puisque Ker(Mn ։M0) est extension successive des Ωi pour i = 0, . . . , n− 1).
On va maintenant de´finir, pour chaque i = 1, . . . , n− 1, un sous-champ
Σi,n ⊂ T
∗Ei ∼= T
∗E∨i
dont on peut penser qu’il est exactement la varie´te´ carate´ristique du faisceau pervers
WL,i pour n’importe quel syste`me local irre´ductible L de rang n sur X .
On utilisera la notion suivante. Soient B et C deux objets d’une cate´gorie triangule´e
K et soient f : B → C et η : B → C deux morphismes entre ces objets. On peut inclure
le diagramme
B
f
−→ Cyη
C
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dans un diagramme commutatif
· · · ·
· · · ·
· · · ·∣∣∣∣ yη3 yη2 ∣∣∣∣
A
e2−→ B2
f2−→ B1
e∨1−→ A[1]∣∣∣∣ yη2 yη1 ∣∣∣∣
A
e1−→ B1
f1
−→ B
e∨
−→ A[1]∣∣∣∣ yη1 yη ∣∣∣∣
A
e
−→ B
f
−→ C
e∨−1
−→ A[1]∣∣∣∣ yη yη−1 ∣∣∣∣
A
e−1
−→ C
f−1
−→ C1
e∨−2
−→ A[1]∣∣∣∣ yη−1 yη−2 ∣∣∣∣
A
e−2
−→ C1
f−2
−→ C2
e∨−3
−→ A[1]∣∣∣∣ yη−2 yη−3 ∣∣∣∣
· · · ·
· · · ·
· · · ·
ou` toutes les lignes sont des triangles distingue´s de K, ce diagramme e´tant unique a`
isomorphisme pre`s, et on dit que le morphisme η est nilpotent de niveau (n − i, i)
(relativement a` f) si
η−i ◦ · · · ◦ η−1 ◦ η ◦ η1 ◦ η2 ◦ · · · ◦ ηn−i = 0.
Plus ge´ne´ralement, si l’on dispose d’une notion de torsion dans K, i.e. d’un foncteur
exact inversible C 7→ C(1) de K dans elle meˆme, d’inverse note´ C 7→ C(−1), et si η est
maintenant un morphisme de B dans C(1), f e´tant toujours un morphisme de B dans
C, on dit encore que η est nilpotent de niveau (n− i, i) (relativement a` f) si
η−i(i) ◦ · · · ◦ η−1(1) ◦ η ◦ η1(−1) ◦ η2(−2) ◦ · · · ◦ ηn−i(i− n) = 0,
ou` C 7→ C(j) est la puissance j-ie`me de C 7→ C(1) quel que soit j ∈ Z.
On de´finit alors Σi,n comme le ferme´ de T
∗Ei ∼= T
∗E∨i forme´ des
Ωi−1
ei−→ Miyηi
[Ωi−1
ei−→Mi]⊗ Ω
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tels que ηi soit nilpotent de niveau (n− i, i) (relativement au morphisme canonique
can :Mi → [Ω
i−1 ei−→Mi]
dans Db(OX)). Par construction, il est clair que
Σi,n ∩ U = Σ0,n ∩ U
et que
Σi,n ∩ T
∗E◦i = Σi−1,n ∩ T
∗E∨◦i−1
pour tout i = 1, . . . , n.
3. Une variante de la construction du complexe W ◦L,n.
On se placera dans le contexte de l’expose´ II. On a donc fixe´ un corps alge´briquement
clos k de caracte´ristique p > 0 et X est une courbe connexe, projective, lisse et de genre
g ≥ 2 sur k.
Pour chaque entier i = 1, . . . , n, conside´rons l’espace Di des classes d’isomorphie de
drapeaux
Pi,• =
(
(0) = Pi,0 ⊂ Pi,1 ⊂ · · · ⊂ Pi,i
)
de fibre´s vectoriels sur X , munis, pour chaque j = 1, . . . , i, d’un isomorphisme de la
j-ie`me composante du gradue´
grjPi,•
dfn
== Pi,j/Pi,j−1
sur le fibre´ en droites Ωi−j = (Ω1X)
⊗(i−j).
LEMME 3.1. — Pour i = 1, . . . , n, l’espace Di est repre´sentable par un sche´ma affine
sur k, non canoniquement isomorphe a` Ai−1k .
Sur X ×Di, on a un drapeau universel P˜i,•.
Preuve : Soit S un sche´ma affine, connexe, re´duit et de type fini sur k et soit L un
fibre´ vectoriel sur X × S, de dual note´ L∨. On suppose que la fonction
s 7→ H1(X × s,L∨|X × s)
est constante sur S, de sorte que R0prS∗L
∨ et R1prS∗L
∨ sont des fibre´s vectoriels sur S,
dont la formation commute a` tout changement de base T → S et dont les fibre´s duaux
sont R1prS∗(Ω
1
X ⊗OX L) et R
0prS∗(Ω
1
X ⊗OX L) respectivement. Soit V le S-sche´ma des
sections du fibre´ vectoriel R1prS∗L
∨, i.e.
V = V
(
R0prS∗(Ω
1
X ⊗OX L)
)
.
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Alors, sur X × V , on a une extension universelle de OX×V par L ⊗OS OV . En effet, on
a une section universelle
OV → R
1prV ∗(L
∨ ⊗OS OV )
qui se rele`ve uniquement en une section
OV → RprV ∗(L
∨ ⊗OS OV )[1]
dans la cate´gorie de´rive´e Dbcoh(OV ) des complexes borne´s de OV -Modules a` cohomologie
cohe´rente puisque l’on a le triangle distingue´
R0prV ∗(L
∨ ⊗OS OV )[1]→ RprV ∗(L
∨ ⊗OS OV )[1]→ R
1prV ∗(L
∨ ⊗OS OV )→
et que, V e´tant affine, on a
Hn(V,R0prV ∗(L
∨ ⊗OS OV )) = (0) (∀n ≥ 0).
Par adjonction, ce rele`vement e´quivaut a` une section
OX×V → L
∨ ⊗OS OV [1]
dans Dbcoh(OX×V ). Cette dernie`re section est l’extension duale de l’extension cherche´e.
Pour de´montrer le lemme, on proce`de maintenant par re´currence sur i. L’espace D1
est re´duit a` un point. Pour i = 2, . . . , n, on suppose construit l’espace Di−1 ∼= Ai−2k et le
drapeau universel P˜i−1,•. On applique alors la construction pre´ce´dente a` S = Di−1 et a`
L = Ω−(i−1) ⊗OX P˜i−1,i−1. Les hypothe`ses de cette construction sont bien ve´rifie´es. En
effet, pour tout Pi−1,• ∈ Di−1, la fle`che de restriction
Ext1OX (P
i−1
i−1 ,Ω
i−1)→ Ext1OX (P
1
i−1,Ω
i−1) = Ext1OX (Ω
i−2,Ωi−1) ∼= H1(X,Ω) ∼= k
est un isomorphisme puisque Ext1OX (Ω
j ,Ωi−1) = (0) pour tout entier j ≤ i − 3 (on
rappelle que l’on a suppose´ g ≥ 2). Comme le fibre´ en droites
R1prDi−1∗HomOX (P˜i−1,i−1,Ω
i−1)
est ne´cessairement trivial sur Di−1 ∼= Ai−2k , on a bien Di ∼= A
i−1
k .
On de´finit un morphisme de k-sche´ma
θn : Dn → A1k
en envoyant Pn,• sur
n−1∑
i=1
ui ∈ H
1(X,Ω) ∼= k,
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ou` ui est la classe de l’extension(
0→ griPn,• → Pn,i+1/Pn,i−1 → gri+1Pn,• → 0)⊗ Ω
i+1−n
de OX par Ω.
Sur Dn × Cn, on a le fibre´ vectoriel
Zn → Dn × Cn
de fibre HomOX (Pn,n,Mn) en (Pn,•,Mn) (par de´finition de l’ouvert Cn du champ des
OX -Modules cohe´rents, on a
HomOX (Mn,Ω
j) = (0)
pour tout j = 0, . . . , n et donc
Ext1OX (Pn,n,Mn)
∼= HomOX (Mn,Pn,n ⊗ Ω)
∨ = (0) ).
La projection canonique de ce fibre´ se factorise en
Zn
αn−→ Dn × En
id×πn−→ Dn × Cn
puisque, pour chaque (Pn,n →Mn) dans Zn, le compose´
Ωn−1 = Pn,1 →֒ Pn,n →Mn
est un e´le´ment de En. Le morphisme αn ci-dessus est un fibre´ affine sous le fibre´ vectoriel
sur Dn × En de fibre HomOX (Pn,n/Ω
n−1,Mn) en (Pn,n,Ωn−1 →֒ Mn) puisque l’on a
encore Ext1OX (Pn,n/Ω
n−1,Mn) = (0). En particulier, αn est lisse purement de dimension
relative
(n− 1)m0 = (n− 1)mn − n
n∑
j=2
(n− j)(2g − 2) + n(n− 1)(1− g).
Soit Z◦n ⊂ Zn l’image inverse de l’ouvert Dn×E
◦
n de Dn×En et soit Z
◦◦
n ⊂ Z
◦
n l’ouvert
de Zn ou` la fle`che Pn,n →Mn est injective. On a un morphisme de champs
β◦◦n : Z
◦◦
n → Dn × C0, (Pn,n →֒ Mn) 7→ (Pn,n,Mn/Pn,n),
qui fait de Z◦◦n un fibre´ vectoriel sur Dn × C0 de fibre en (Pn,n,M0) l’espace vectoriel
Ext1OX (M0,Pn,n)
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(on a trivialement HomOX (M0,Pn,n) = (0)). En particulier, le morphisme β
◦◦
n est lisse,
purement de dimension relative nm0. On remarquera que ce morphisme se factorise a`
travers le morphisme
Dn × E
∨
0
id×π∨0−→ Dn × C0
car on peut pousser l’extension
Pn,n →֒ Mn ։M0
par le morphisme quotient
Pn,n ։ Pn,n/Pn,n−1 ∼= OX
et obtenir ainsi un point de E∨0 .
On a construit un diagramme de champs alge´briques sur k
Z◦◦n
α◦◦nւ ցβ
◦◦
n
A1k
θn←− Dn
prDn←− Dn × E◦n Dn × C0yprE◦n
E◦n
ou` α◦◦n est la restriction de αn a` l’ouvert Z
◦◦
n .
PROPOSITION 3.2. — Avec les notations ci-dessus, pour tout Qℓ-faisceau L, lisse,
irre´ductible et de rang n sur X, le complexe W ◦L,n est canoniquement isomorphe dans
Dbc (E
◦
n,Qℓ) au complexe
RprE◦n,!
(
Rα◦◦n,!β
◦◦∗
n (Qℓ[n− 1]⊠WL)⊗ pr
∗
Dn
θ∗nLψ
)
[nm0]
de´cale´ de n− 1 + n(n−1)(2n−1)6 (g − 1).
Preuve : Notons Dn le champ des drapeaux
Pn,• =
(
(0) = Pn,0 ⊂ Pn,1 ⊂ · · · ⊂ Pn,n
)
de fibre´s vectoriels sur X , munis, pour chaque j = 1, . . . , n, d’un isomorphisme
grjPn,• ∼= Ω
n−j .
Si on note
ρn : Dn → Dn
52 G. LAUMON
le morphisme de´fini par le drapeau universel P˜n,• sur X ×Dn et si on note
σn : Dn → Dn
le morphisme qui envoie un objet sur sa classe d’isomorphie, alors ρn identifie Dn au
quotient du sche´ma affine Dn par l’action triviale du sche´ma en groupes Un sur Dn des
automorphismes de P˜n,• et σn, qui est une section de ρn, identifie Dn a` l’espace grossier
de Dn. Il est facile de ve´rifier par re´currence sur n que Un est une extension successive
de copies du groupe additif Ga,Dn et est de dimension
n−1∑
j=1
(n− j)dimkH
0(X,Ωj) = n− 1 +
n(n− 1)(2n− 1)
6
(g − 1)
(l’homomorphisme canonique
Un → Dn ×Dn−1 Un−1
est un e´pimorphisme et son noyau n’est autre que
Ga,Dn ⊗ODn prDn,∗HomODn (Pn,n−1,Pn,1) ).
Le champ
E∨◦n−1 ×Cn−1 E
∨◦
n−2 ×Cn−2 · · · E
∨◦
1 ×C1 E
∨◦
0
s’identifie canoniquement au champ des triplets (Pn,•,Mn, un), ou` Pn,• ∈ Dn, ou`
Mn ∈ Cn et ou` un : Pn,n →Mn est une application OX -line´aire injective (pour chaque
i = 0, . . . , n, le quotient
Mi
dfn
==Mn/Pn,n−i
est automatiquement dans Ci).
L’application
(Pn,•,Mn, un) 7→ Pn,•
de´finit un morphisme de champs
E∨◦n−1 ×Cn−1 E
∨◦
n−2 ×Cn−2 · · · E
∨◦
1 ×C1 E
∨◦
0 → Dn
et l’application
(Pn,n →֒ Mn) 7→
(
Ωi = Pn,n−i/Pn,n−i−1 →֒ Mn/Pn,n−i−1 ։Mn/Pn,n−i
)
i=0,...,n−1
de´finit un morphisme de champs
Z◦◦n → E
∨◦
n−1 ×Cn−1 E
∨◦
n−2 ×Cn−2 · · · E
∨◦
1 ×C1 E
∨◦
0 .
FAISCEAUX AUTOMORPHES POUR GLn 53
Le carre´
Z◦◦n −→ Dny yρn
E∨◦n−1 ×Cn−1 E
∨◦
n−2 ×Cn−2 · · · E
∨◦
1 ×C1 E
∨◦
0 −→ Dn,
ou` la fle`che horizontale du haut est le compose´ prDn ◦ α
◦◦
n , est carte´sien.
Maintenant, par de´finition, W ◦L,n se calcule comme suit : on prend l’image inverse de
π∨∗0 WL[m0 +
n−1∑
i=1
(m0 − i
2(g − 1))]
par la projection canonique de E∨◦n−1×Cn−1 E
∨◦
n−2×Cn−2 · · · E
∨◦
1 ×C1 E
∨◦
0 sur E
∨◦
0 , on tensorise
cette image inverse par le faisceau d’Artin-Schreier obtenu en tirant σ∗nθ
∗
nLψ par le
morphisme E∨◦n−1 ×Cn−1 E
∨◦
n−2 ×Cn−2 · · · E
∨◦
1 ×C1 E
∨◦
0 → Dn de´fini ci-dessus et enfin on
prend l’image directe a` supports propres par la projection de E∨◦n−1 ×Cn−1 E
∨◦
n−2 ×Cn−2
· · · E∨◦1 ×C1 E
∨◦
0 sur E
∨◦
n−1
∼= E◦n.
Il ne reste plus qu’a` remarquer que le foncteur
Rρn,!ρ
∗
n(·)[dimkUn]
n’est autre que le foncteur
(·)[−dimkUn] = (·)[−(n− 1)−
n(n− 1)(2n− 1)
6
(g − 1)].
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